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Capitulo 6

Inferencia no paramétrica. Diagnosis del modelo

En este capitulo se aborda en primer lugar la realizacién de con-
trastes sobre la calidad de la muestra, a continuacién se estudian test
de bondad de ajuste, haciendo especial énfasis en los de normalidad vy,
por tultimo, se dan alternativas no paramétricas para el caso de que las
poblaciones no sean normales.

1. Pruebas de aleatoriedad

En esta seccion se abordara el estudio de la calidad de la muestra
extraida de la poblacién, y aunque el procedimiento de obtencién deberia
garantizar unos niveles minimos de calidad, lo cierto es que en ocasiones
los datos vienen impuestos sin que el investigador haya podido supervisar
el procedimiento de extraccién. No obstante y como en todo contraste,
debe tenerse en cuenta que el test sélo desestimard la hipdtesis si la
evidencia muestral en su contra es muy fuerte.

En ocasiones, los elementos de la muestra se han obtenido en un
marco territorial o temporal. Imagine por ejemplo mediciones de una
cierta magnitud econémica a lo largo de un periodo de tiempo o nive-
les de un determinado elemento quimico en estudios de contaminacion,
bien en aire, agua o tierra. En estas situaciones es de esperar que las
mediciones tomadas en un cierto entorno tengan ciertas analogias o pre-
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senten tendencias. Para estudiar este tipo de situaciones se debe acudir
a modelos especificos, como son las series temporales o los modelos geo-
espaciales, en ambos casos existe un elemento que sirve de variable de
referencia o longitudinal: la fecha o el posicionamiento gps. Sin embargo,
en otras situaciones donde no se contempla esa variable de referencia,
las personas encargadas de realizar el muestreo, por comodidad o des-
cuido, no adoptan las medidas para garantizar la independencia de las
mediciones.

Ejemplo 6.1

Para analizar si existe autocorrelacion entre los elementos de una mues-
tra, se consideran los datos del PIB en billones de euros durante los
iltimos diez anos: 13, 14, 18, 21, 22, 19, 20, 23, 27 y 30. Parece que de-
beria existir influencia del PIB de anos precedentes sobre los posteriores.
Para comprobarlo se aplicara el test de autocorrelacion de Ljung-Box,
contemplando autocorrelaciones de primer y segundo orden. Para la de
primer orden, se fija la opcién lag=1.

> x<- c(13, 14, 18, 21, 22, 19, 20, 23, 27, 30)
> Box.test(x, lag = 1, type = c(‘‘Ljung-Box’’))
Box-Ljung test

data: x

X-squared = 4.2281, df = 1, p-value = 0.03976

Lo que indica, dado que p = 0,03976, que para un « =
0,05 se rechazaria la hipotesis de indepedencia lineal de primer or-
den, por lo que el valor del PIB del ano T’ influye sobre la del ano
T + 1. Si se analiza la correlacion de segundo orden, lag=2, se tiene:

> Box.test(x, lag = 2, type = c(‘‘Ljung-Box’’))
Box-Ljung test

data: x

X-squared = 4.4046, df = 2, p-value = 0.1105

En esta ocasion y puesto que p > 0,05 no se rechaza la hipdtesis de
independencia y se descarta la autocorrelacion de segundo orden.

Otra perspectiva desde la que analizar la aleatoriedad de la mues-
tra, si ésta viene dada en forma de variable binaria, es comprobar si
existen muy pocas o muchas rachas, entendiendo por racha al grupo de
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valores consecutivos iguales interrumpido por uno de signo distinto. Si
la variable no es de tipo binario, se la puede transformar para que lo sea
asignando las clases de la dicotomia en funcién de que el elemento mues-
tral esté por encima o por debajo de un determinado valor, tipicamente
la mediana.

Ejemplo 6.2

Para analizar la independencia de los mismos datos del PIB del ejemplo
anterior se aplicara ahora el test de rachas. Previamente habra que car-
gar el paquete tseries de series temporales, bien desde el meni o con
la instruccion 1library (¢ ‘tseries’’). En este caso se realizara un con-
traste bilateral, rechazandose la hipotesis nula tanto si existen muchas
rachas como si hay muy pocas, aunque las opciones de la funcién de R
admitirian que se especificaran contrastes de caracter unilateral.

> runs.test(as.factor(x>median(x)))

Runs Test

data: as.factor(x > median(x))

Standard Normal = -1.3416, p-value = 0.1797
alternative hypothesis: two.sided

Con la orden as.factor (x>median(x)) se convierte a la variable x en
dicotomica, dando cédigos distintos en funcion de que el valor esté por
debajo o por encima de la mediana (20,5). La salida del procedimiento
indica, puesto que p > 0,05, que no hay evidencias para considerar los
datos no aleatorios.

2. Pruebas de bondad de ajuste

En este epigrafe se contrastara si la estructura de la poblacién
analizada se ajusta a una determinada distribucién. En principio el pro-
cedimiento de obtencién de la informacion deberd ofrecer pautas para
decidir si la poblacién tiene una u otra estructura probabilistica. Asi,
en el caso que mas nos interesa, si la variable se genera a partir de la
medicién objetiva de alguna caracteristica, ésta serd en general normal;
la excepcién se dard cuando se haya considerado un conjunto de indivi-
duos no homogéneos, mezclando grupos de edad, sexos, ... Si realmente



100  Capitulo 6. Inferencia no paramétrica. Diagnosis del modelo

se han mezclado grupos de individuos, un analisis exploratorio arro-
jara una estructura probabilistica multimodal, mientras que si, por el
contrario, la poblacién fisica es homogénea, la distribucién presentara,
si acaso, problemas de simetria; en algunas ocasiones estos problemas
se pueden solucionar mediante transformaciones de los datos. También
puede darse la circunstancia de que distribuciones que converjan a la
normal en situaciones ideales y para muestras grandes, como es el caso
de la binomial o la Poisson, necesiten alguna transformacién para mejo-
rar la simetria. Se analizard esta cuestion en el capitulo de Anélisis de
la Varianza. Por ultimo, hay que indicar que en muchas ocasiones hay
que realizar una operacion de truncamiento para adaptar la distribucién
tedrica al rango de valores de los datos en estudio.

Ejemplo 6.3

En problemas ecoldgicos es muy habi-
tual que la abundancia de una especie
tenga una distribucion de tipo lognor-
mal respecto a los parametros ambien-
tales, por tanto una transformacion lo-
s garitmica convertiria a la abundancia en
ey una variable normal. Como se puede ver,
e no se trata de una medicion de una ca-
1 racteristica de los individuos, sino de
1 una medida de su abundancia respecto
® 8 ® B B E a una variable ambiental.

Distribucion Lognormal: Media = 0, SD = 5(escala log)

01

0.0

A continuacién se presentara un contraste especifico de normali-
dad, como es el test de Shapiro-Wilk, y un par de test genéricos para eva-
luar la bondad del ajuste, uno para cuando los datos son continuos, el de
Kolmogorov-Smirnov, y otro para variables categéricas, el test de la y2.
En el caso de contrastes de normalidad, se recomienda el uso del test de
Shapiro-Wilk para muestras pequenas n < 50, mientras que si las mues-
tras son grandes es preferible utilizar el test de Kolmogorov-Smirnov,
salvo que los datos vengan dados en una distribucién de frecuencias por
intervalos donde se empleard la 2.
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Ejemplo 6.4

El archivo de datos que se utilizara en este ejemplo es el caracoles.dat
que incluye las mediciones de dos variables, diametro de las con-
chas (mm) y separacion entre las espirales (wm), para un con-
junto de 20 individuos adultos de una especie de caracoles. Da-
do el tamanio de la muestra, se contrastara la hipotesis de nor-
malidad mediante el test de Shapiro-Wilk. Utilizando en este ca-
so Recmdr y marcando las opciones Estadisticos—Restumenes—
Test de normalidad de Shapiro-Wilk... se obtiene el cuadro de
didlogo, donde se selecciona la variable didmetro (Diam).

En Ila ventana de resulta-
dOS de RCII]dI' se tiene tanto Ia Test de normalidad de Shapiro-Wilk E]|E|E|
instruccion de R como la salida
del procedimiento. En este caso el =
p-valor= 0,6869 viene a indicar | |sepa
que los datos se pueden conside- BT

rar normales.

‘Y ariable [elegir una)

Cancelar | Apuda I

>shapiro.test (Datos$Diam)
Shapiro-Wilk normality test
data: Datos$Diam

W = 0.9668, p-value = 0.6869

Ejemplo 6.5

Se estudiarda la normalidad de la variable peso del fichero
peso_altura.dat. Dado que el niimero de individuos es grande, n = 100,
se utilizara el test de Kolmogorov-Smirnov. En primer lugar, con Remdr
se calcula la media y la desviacion tipica del conjunto de datos, resultan-
doz =173,37 yo =12,69. A continuacion se computaran las diferencias
entre la funcion de distribucion empirica muestral y la distribucion teéri-
ca N(73,37;12,69). Para ello se empleard el procedimiento ks. test.

> ks.test(Datos$PESO,pnorm,73.37,12.69)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: Datos$PESO

D = 0.136, p-value = 0.04939
alternative hypothesis: two-sided
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En este caso y para un a = 0,05 se rechaza la hipotesis de que los
pesos sigan una distribucién normal.

El test de Kolmogorov-Smirnov también se puede utilizar para
comparar las distribuciones empiricas de dos conjuntos de datos, pa-
ra ello en la instruccién se sustituiria la distribuciéon a ajustar por la
segunda variable.

Ejemplo 6.6

Se generan mediante instrucciones de R dos muestras aleatorias de 100
v 150 elementos procedentes de distribuciones exponenciales de parame-
tros 1 y 1,5, respectivamente, mediante las instrucciones:

| x<-rexp(100,1); y<-rexp(150,1.5) |

Aplicando de nuevo el test de Kolmogorov-Smirnov para comparar
las funciones de distribucion empirica de ambas muestras, se tendria:

>ks.test(x,y)

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: x and y

D = 0.2833, p-value = 0.0001310
alternative hypothesis: two-sided

Se puede comprobar que el test rechaza la hipotesis de igualdad
de funciones de distribuciéon empiricas con un p-valor= (,00013.

El anélisis de la bondad de ajuste de una serie de datos a una dis-
tribucién de probabilidad se estudia mediante el test de la chi-cuadrado
de Pearson. Bésicamente, el estadistico x? evaliia las diferencias entre
los valores observados y los valores ajustados por la ley de probabilidad.
Se veran a continuacién distintas situaciones y como se resuelven con R.

Ejemplo 6.7

Para contrastar si un dado no esta trucado se lanza 60 veces, obteniéndo-
se los siguientes resultados:
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1 2 3 4 5 6
7 12 10 11 8 12

T

g

La hipétesis a contrastar es que p; = 1/6, i, con lo que se tiene
que E; =60(1/6) = 10, Vi.

Para resolver el contraste con R basta introducir el vector de fre-
cuencias, n = (7,12,10,11,8,12), y escribir las instrucciones de R.

> n< —c(7,12,10,11,8,12)

>chisq.test(n)

Chi-squared test for given probabilities
data: n

X-squared = 2.2, df = 5, p-value = 0.8208

A la vista del p-valor no se rechaza que el dado no esta trucado.

El test Chi-cuadrado permite contrastar la hipdtesis de indepen-
dencia entre dos atributos organizados en tabla de contingencia.

Ejemplo 6.8

Se desea analizar la relacion entre el nivel de estudios del padre y la
orientacion del alumno hacia las ciencias en un determinado instituto
de bachillerato. Se cuenta para ello con la informacién obtenida en el

centro.
Estudios padre

Orientacion | Ninguno| Basico | Medio | Superior
Orientado 23 12 34 &z
No orientado 18 42 16 27

Para contrastar esta relacién se introduce la matriz de datos en
Rcmdr como se describe en el ejemplo 3.1, obteniéndose los siguientes
resultados:

> .Test <- chisq.test(.Table, correct=FALSE)
> .Test

Pearson’s Chi-squared test

data: .Table

X-squared = 24.1629, df= 3, p-value = 2.31e-05
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Lo que indica que se rechaza la hipotesis de independencia y existe
una relacion entre los estudios de los padres y la orientacion hacia las
ciencias de sus hijos.

Para el caso de tablas 2x2 se aplica el test exacto de Fisher, aunque
existe la alternativa de aplicar el test Chi-cuadrado con la correccién de
Yates. Para aplicar esta correccién bastaria especificar,correct=TRUE,
en la instruccién de dicho test.

Ejemplo 6.9

En el conservatorio de miisica de una ciudad se pretende estudiar la
relacion existente entre el sexo del alumnado y su aficion por los instru-
mentos de viento. Para ello, observados los 482 estudiantes se tiene:

Hombre Mujer
Aficionado 150 97
No aficionado 123 112

Se introduce la matriz de datos de la misma forma que en el ejem-
plo 3.1 seleccionando la opcién de Prueba exacta de Fisher

>fisher.test(.Table)

Fisher’s Exact Test for Count Data

data: .Table

p-value = 0.06655

alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1

Por lo que para un nivel de significacion « = 0,05 no se rechaza,
aunque con poca evidencia, la hipotesis de independencia entre el sexo
v la aficion a los instrumentos de viento.

Se analizard ahora la bondad de ajuste de unos datos a una dis-
tribucién tedrica no uniforme.
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Ejemplo 6.10

Durante la Segunda Guerra Mundial los alemanes bombardearon en
diversas ocasiones Londres. Al objeto de analizar si los bombardeos
eran indiscriminados o se hacian con intencion, se procedio a dividir la
ciudad en cuadriculas y a contar el numero de impactos en cada una de
ellas. Los resultados se recogen en la siguiente tabla

Impactos ‘ 0 1 2 3 45

Niimero cuadriculas|229 211 93 35 7 1
Las hipotesis podrian ser expresadas, en términos probabilisticos,

de la siguiente manera
Hy: X ~P()
Hy: X PN

puesto que si las bombas caen indiscriminadamente, lo hacen de forma
independiente en un soporte continuo. Lo que, de ser cierto, indicaria
que la variable que mide el niimero de impactos por cuadriculas debe
ser Poisson.

En primer lugar, se estimara el parametro de la Poisson a partir
de la media muestral, resultando que A= 0,929. A continuacién se
calculardn las probabilidades P(X =1i), coni=0,1,2,3,4 y P(X >5)
mediante Rcmdr.

Las probabilidades discretas se obtienen en:
Distribuciones—Distribuciones discretas—Distribucidén de
Poisson—Probabilidades de Poisson... tomando media= 0,929.

> .Table
Pr

.3949
.3669
.1704
.0528
.0123
0023
.0004
.0000

~NOoO U WN PO
O O O OO0 O OO

La probabilidad P(X > 5) se obtiene desde: Distribuciones—
Distribuciones discretas—Distribucién de Poisson—
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Probabilidades de Poisson acumuladas..., tomando valor(es)
de la variable= 4 ya que Remdr realiza P(X > 4)=P(X > 5),
para la cola de la derecha y media= 0,929, resulta:
> ppois(c(4), lambda=0.929, lower.tail=FALSE)

[1] 0.002682857

Con objeto de comprobar si se verifica la restriccion de que todos
los valores esperados deben ser mayores a tres, se calculan-P[X > 5| =
576 - 0,0027 = 1,5552 < 3, por lo que debe procederse a una agrupacion
de clases y considerar ahora P(X > 4). Se obtiene que n - P[X > 4] =
576 - 0,015 = 8,64 > 3.

Se almacenan ahora estas probabilidades en un vector p, las fre-
cuencias de los valores que toma la variable en otro vector x y se aplica
el test chi-cuadrado resultando:

>p< —c(0.3949,0.3669,0.1704,0.0528,0.0150)
>x< —c(229,211,93,35,8)
>chisq.test(x,p=p,rescale.p=TRUE)
Chi-squared test for given probabilities
data: x

X-squared = 1.0205, df = 4, p-value = 0.9067

Por lo que se puede afirmar de forma contundente, dado el valor
de p, que los bombardeos alemanes fueron indiscriminados.

3. Contrastes de localizacién y escala

Si se desestima la hipdtesis de normalidad de los datos, no son
aplicables los test vistos en el capitulo anterior basados en dicha distri-
bucién, siendo necesario utilizar contrastes no paramétricos. Este tipo
de test se basan en el andlisis de la situacién de los elementos de la
muestra respecto a determinadas medidas de posiciéon, muy en especial
respecto a la mediana. De esta forma, se estudia si los datos muestrales
estan por encima o por debajo de la mediana, es decir, se analiza el signo
de su diferencia con la mediana; o bien, se estudia la distancia ordenada
a la que se encuentra de la mediana, es decir, se considera el rango o
la posiciéon que ocupa dicho elemento en la secuencia ordenada de las
diferencias.
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Test de Wilcoxon para dos muestras

Grupos (elegir uno) “ariahle explicads (slegir una)

Diferencia; <MNo hay grupos selecionados>

Hipotesis alternativa Tipo de prueba

Eilateral te Foromisian

Diferencia< Exacto

Diferencia >0 Aproximacian normal o

Aproximacion narmal con
correccion para la cortinuicad

Aceptar | Cancelar | Ayuda

Figura 6.1: Test de Wilcoxon

En todo caso, las situaciones a analizar son las mismas del capitu-
lo anterior: una muestra, dos muestras independientes y dos muestras
apareadas, a las que se intentara dar respuesta con los ejemplos que
siguen.

3.1. Dos muestras independientes

Ejemplo 6.11

Se estudiara mediante el test de Wilcoxon para muestras indepen-
dientes si las dos ubicaciones del parque edlico, cuya informacion se
encuentra en el archivo eolico_apilado.dat, tienen la misma po-
tencialidad edlica. Para ello, en el meni de Rcmdr se seleccio-
nan las opciones de ment, Estadisticos—Test no paramétricos—
Test de Wilcoxon para dos muestras..., con lo que abre la venta-
na de dialogo 6.1.

Seleccionados los tinicos elementos de la base de datos, variable y
factor, los resultados del andlisis son:

> wilcox.test(velocidad~parque, alternative="two.sided",
data=Datos)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: velocidad by parque

W = 276269.5, p-value = 0.2228

alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Lo que implica el no rechazo de la hipdtesis nula de igualdad de
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medianas, siendo indistinta, desde esta optica, la ubicacion del parque
edlico.

3.2. Una muestra

Ejemplo 6.12

Se desea contrastar la hipétesis nula, con o = 0,05, de que la separacion
mediana entre las espirales (variable Separ) de los caracoles del fichero
caracoles.dat es menor o igual a 110 um. Se supondra que los datos
son aleatorios pero no normales y se utilizara por tanto el test de Wilco-
xon para una muestra. Trabajando directamente con R se tiene:

> wilcox.test(Datos$Separ,alternative=c("greater") ,mu=110)
Wilcoxon signed rank test with continuity correction
data: Datos$Separ

V = 157, p-value = 0.006617

alternative hypothesis: true location is greater than 110

Por lo que se rechaza la hipétesis nula y se concluye que la sepa-
racion mediana es superior a 110 um.

3.3. Dos muestras pareadas

Ejemplo 6.13

Para documentar el caso de muestras pareadas se considera el mismo
ejemplo que se uso en el capitulo anterior, la eficacia del tratamiento
con fenofibrato, suponiendo ahora que la distribucién de la diferencia
de medias no es normal. En este caso se quiere probar la afirmacion
del fabricante de que el tratamiento durante un ano con fenofibrato
reduce el fibrinégeno en al menos 50 puntos. Se aplicara pues el test de
Wilcoxon para muestras pareadas. Para acceder al test, se ejecuta la
secuencia de Remdr:
Estadisticos—Test no paramétricos—Test de Wilcoxon

para muestras pareadas. ..
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Aunque las opciones de la ventana no admiten que se especifiquen
diferencias, bastara con retocar minimamente la instruccion anadiendo
al final de la Iinea la opcion mu=50.

> wilcox.test(Datos$FIB_A, Datos$FIB_D, alternative=’greater’,
paired=TRUE, mu=50)

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: Datos$FIB_A and Datos$FIB_D

V = 354, p-value = 0.01934

alternative hypothesis: true location shift is greater than 50

Asi para o = 0,05 se rechaza la hipotesis de que med 4 — medp <
50 y se concluye que el medicamento produce una disminucion de mas
de 50 puntos en el nivel de fenofibrato.
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4. Ejercicios

6.1 Contraste la normalidad de la variable separacion entre las
espirales (Separ) del fichero caracoles.dat.

6.2 Mediante el test de Kolmogorov-Smirnov, compruebe la hipéte-
sis de igualdad de las funciones de distribuciéon empirica de dos muestras
de tamano 200, procedentes de poblaciones N(0;1) y N(0;1,3) previamen-
te generadas.

6.3 Compruebe la hipdtesis de normalidad de la velocidad para
cada una de las ubicaciones en el fichero parque_eolico.dat.

6.4 Contraste la hipdtesis de que los datos siguientes, genera-
dos aleatoriamente mediante ordenador, procedan de una distribucién
Uniforme en el intervalo [0, 1] con un nivel de significacién a = 0,05.

0,582 0,501 0,497 0,026 0,132 0,561
0,642 0,994 0,948 0,081 0,179 0,619

6.5 En un grupo de 100 personas se estudian los atributos color
del cabello (moreno, rubio y castano) y color de los ojos (negro, marron,
azul y verde), obteniéndose la siguiente tabla de contingencia:

Cabello
Ojos Moreno | Rubio | Castano
Negros 20 8 4
Marrones 16 2 11
Azules 5) 8
Verdes 10 5

. Estan relacionados dichos atributos?

6.6 Contraste si los datos de la siguiente muestra organizada
como distribucién de frecuencias proceden de una Normal.
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(Li—1, Li] | n;

]
]
]
|12
]
]
]

6.7 Estudie, utilizando el contraste x? de bondad de ajuste, si
la siguiente muestra de tamano 30 procede de una Normal.

107 96 91 8 103 88 101 106 112 106
93 88 101 109 102 99 93 8 100 99
104 116 87 93 106 102 89 96 104 90

6.8 Con el fin de estudiar el tiempo de vida, en horas, de las
baterias de 7 voltios, se extrae aleatoriamente un muestra de 10 de ellas,
obteniéndose los siguientes resultados:

28.9 152 28.7 725 48.6

52.4 37.6 49.5 62.1 54.5
Proponga un modelo de distribucién de probabilidad y estudie su ajuste.

6.9 Para medir la introversion se aplica a 12 individuos un test
de personalidad en sus dos variantes, 1 y 2, que se supone la miden
por igual. A partir de los datos de la siguiente tabla, compruebe me-
diante el test de rangos de Wilcoxon, con un nivel de significacion del
5%, si es cierto que las formas 1 y 2 miden por igual la introversién.

Individwo | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Forma1l |12 18 21 10 15 27 31 6 15 13 8 10
Forma2 |10 17 20 5 21 24 29 7 9 13 8 11

6.10 Para estudiar cual de los dos tratamientos contra la artrosis
es mas eficaz se eligen aleatoriamente dos muestras de 10 y 22 pacientes
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a los cuales se les somete a los tratamientos 1 y 2, respectivamente.
Pasados tres meses se valoran ambos tratamientos de manera que el que
tenga mayor puntuacion serda mas eficaz. La tabla siguiente refleja los
resultados obtenidos.

Tratamientol‘lQ 15 21 17 38 42 10 23 35 28
Tratamiento 2 | 21 18 42 25 14 52 65 40 43 35 18

56 29 32 44 15 68 41 37 43 58 42
Utilice el test de Wilcoxon para evaluar si existen diferencias entre los
dos tratamientos.




