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Capitulo 7

Introduccién al Andalisis de la Varianza

1. Conceptos basicos

Aunque en origen el Andlisis de la Varianza (ANOVA) fue intro-
ducido por Fisher para evaluar los efectos de los distintos niveles de un
factor sobre una variable respuesta continua, desde un punto de vista
puramente abstracto el ANOVA va a permitir generalizar el contraste
de igualdad de medias de dos a k poblaciones. Y esa es la perspectiva
en la que se va a centrar este 1ltimo capitulo. No se propondra pues
ningtin modelo tedrico, sino que el objetivo se limitara a usar la técnica
para contrastar la hipdtesis Hy : u1 = po = ... = pg. Eso si, al igual
que se ha hecho para una y dos poblaciones, se evaluaran las hipétesis
previas relativas a la calidad de la muestra, a la estructura de probabili-
dad, normal o no, de la poblacién y a si las distintas poblaciones tienen
varianzas iguales o distintas, propiedad esta tdltima conocida como ho-
mocedasticidad.

El ANOVA en su versién paramétrica del test de la F', como todos
los procedimientos estadisticos, tiene un cierto grado de robustez frente
a un relativo incumplimiento de alguna(s) de sus hipétesis. En concreto,
el test de la F soporta mejor las deficiencias respecto a la normalidad
que las relacionadas con la homocedasticidad. En todo caso, los test son
menos sensibles a las desviaciones de las hipotesis exigidas cuando el
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numero de observaciones de las muestras es aproximadamente el mismo.

Como libro de ruta se propone que, cuando se verifiquen todas las
hipétesis exigidas la alternativa preferida sea el test de la F. Cuando se
dé la normalidad pero no la homocedasticidad, se recomienda el uso del
test de Welch o el test de Kruskal Wallis. Si falla, aunque no de forma
drastica la normalidad, con valores de p entre 0,01 y 0,05, la robustez
del test de la F le hace seguir siendo una buena opcién. Por tultimo,
si fallara fuertemente la normalidad, se recomienda el uso del test de
Kruskal Wallis.

Si la conclusion del test aplicado fuera el rechazo de la hipdtesis
nula, no ocurriria como en el caso de dos poblaciones en el que clara-
mente una de ellas tendria media superior a la otra, sino que habria que
evaluar las relaciones entre las k poblaciones, bien dos a dos o a través de
combinaciones entre ellas, mediante los denominados test de comparacio-
nes multiples. El resultado final de estas comparaciones desembocara en
un mapa de relaciones que, debido a la naturaleza intrinseca de los test,
no verificard en general el principio de transitividad.

Existe una gran cantidad de test que realizan las comparaciones
multiples, tratando cada uno de ellos de adaptarse mejor a determina-
das circunstancias. Cabe destacar, por ser de uso mas extendido, los
contrastes de Duncan, Newman-Keuls, Bonferroni, Scheffé y HSD de
Tukey. Dependiendo de que las comparaciones sean entre parejas de me-
dias o mas generales, combinaciones de las mismas, serda mas aconsejable
el test de Tukey o el de Scheffé. En el caso de comparaciones de parejas
de medias, puesto que el de Tukey proporciona intervalos de confianza
de menor longitud, se preferira al de Scheffé.

2. Diagnosis del modelo

Como se ha puesto de manifiesto, los primeros pasos a dar son los
de comprobar si las muestras son aleatorias y las poblaciones normales
a través de los test descritos en el capitulo anterior. A continuacion, si
la muestra no estd contaminada y no hay desviaciones importantes de
normalidad, se comprobara la hipétesis de homocedasticidad y a la vista
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de ambas pruebas se elegira el contraste adecuado. Puesto que ya se han
visto los test de aleatoriedad y de normalidad, se dedicara este epigrafe
a validar la hipdtesis de homocedasticidad. Para ello, se empleara el test
de homogeneidad de varianzas de Barlett.

Ejemplo 7.1

El archivo cebada.dat contiene informacion sobre la produccién de cua-
tro variedades de cebada. Utilizando el test de Barlett se estudiara la
homocedasticidad de los datos. En Remdr, una vez cargados los datos,
se selecciona: Estadisticos—Varianzas—Test de Barlett, tomando
en la ventana de didlogo, en Grupos, el factor tipo de cebada, tipo, y
en la variable explicada la produccion de la misma, prod.

> bartlett.test(prod~tipo, data=Datos)

Bartlett test of homogeneity of variances

data: prod by tipo

Bartlett’s K-squared = 5.9371, df = 3, p-value = 0.1147

Dado que p-valor= 0,1147 no se rechaza la hipétesis de igualdad
de varianzas para los cuatro tipos del factor.

En muchas ocasiones las muestras que se emplean son de tamano
muy pequenio, menores de 10 elementos, y dado que los test son en ge-
neral muy conservativos, van a tender a no rechazar la hipdtesis nula
debido a la escasez de informacién. Por ello, en este tipo de situaciones,
ademaés de la aplicacion del contraste para validar la hipétesis, es bueno
analizar la naturaleza de los datos. En particular, cuando se trata de
validar la normalidad de los datos, si éstos no se han obtenido por un
procedimiento de medicién sino por observacién o conteo, los datos no
van a ser intrinsecamente normales aunque pasen el test de normalidad.
Para mitigar el problema se recomienda realizar una transformacién de
los datos. Entre las transformaciones més importantes destacan la raiz
cuadrada y la arco seno. La transformacién raiz cuadrada se emplea
cuando los datos se obtienen a partir de un conteo de elementos, pues
en ese caso la distribucién de los mismos suele ser de tipo Poisson. Por
otra parte, cuando se tienen los datos en forma de tanto por uno, p,
es decir que proceden de una binomial, se aconseja la transformacién

arcsen,/p.
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3. Test de la F

En este epigrafe se estudiard el contraste de igualdad de medias
suponiendo que los datos son normales y homocedésticos. El test que se
utilizara sera el de la F, que no es sino la generalizacién del test de la t
de student a k& poblaciones.

Ejemplo 7.2

Para evaluar el indice de alfabetizacion de cuatro municipios de una
determinada comarca, se ha pasado un test a varios habitantes de cada
una de ellas con los siguientes resultados.

Pueblo 1 | Pueblo 2 | Pueblo 3 | Pueblo 4
78 52 82 57
85 48 91 61
90 60 85 45
7 35 74 46
69 51 70
47

Los datos se han recogido en el fichero alfabeto.dat. Suponiendo que
los datos son normales y que las varianzas son iguales se aplicara el
test de la F. En Rcmdr, una vez cargados los datos, se selecciona
Estadisticos—Medias—ANOVA de un factor..., lo que da acceso a
la ventana de dialogo del procedimiento donde se indicaran las variables
a tratar, obteniendo en Rcmdr la siguiente salida:

> .Anova < — 1m(Ind~Pueblo, data=Datos)
> anova(.Anova)
Analysis of Variance Table
Response: Ind
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(> F)
Pueblo 3 4499.0 1499.7 22.433 5.632e-06 ***
Residuals 16  1069.6 66.8

Signif. codes: O ’*%x’ 0.001 ’xx’ 0.01 ’%’ 0.05 ’.” 0.1 > > 1
> tapply(Datos$Ind, Datos$Pueblo, mean, na.rm=TRUE) # means
P1 P2 P3 P4

79.80000 48.83333 80.40000 52.25000
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Figura 7.1: Intervalos de confianza de Tukey

> tapply(Datos$Ind, Datos$Pueblo, sd, na.rm=TRUE) # std.
deviations
P1 P2 P3 P4

8.043631 8.183316 8.443933 7.973916
> tapply(Datos$Ind, Datos$Pueblo, function(x) sum(!is.na(x))) #

counts
P1 P2 P3 P4

5 6 5 4

> remove(.Anova)

Puesto que el p-valor < 0,001 se rechaza la hipétesis de igualdad
de medias en el indice de alfabetizacion de los cuatro municipios.

3.1. Comparaciones multiples

Bajo las mismas hipdtesis del test de la F, si se rechaza la hipdtesis
nula de igualdad de medias se debe proceder a la realizacién de contrastes
de medias dos a dos.
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Ejemplo 7.3

Con los datos del ejemplo anterior y puesto que se ha rechaza-
do la hipotesis de igualdad global se realizaran las comparacio-
nes de medias dos a dos. Se accede mediante la misma secuen-
cia de menu, Estadisticos—Medias—ANOVA de un factor..., a
la ventana de introduccion de datos y opciones, marcando ahora
Comparaciones dos a dos de las medias.

Ademas de la salida anterior Rcmdr crea dos bloques de instruc-
ciones, una que genera la salida numérica de intervalos para las diferen-
cias de medias y otra que construye el grafico de dichos intervalos.

Analisis numeérico:
El siguiente grupo de instrucciones crea la salida numeérica.

> .Pairs < — glht(.Anova, linfct = mcp(Pueblo = ‘‘Tukey’’))

> confint(.Pairs)

Simultaneous Confidence Intervals for General Linear Hypotheses
Multiple Comparisons of Means: Tukey Contrasts

Fit: 1lm(formula = Ind~Pueblo, data = Datos)

Estimated Quantile = 2.8607

Linear Hypotheses:

Estimate lwr upr
P2 - P1 == 0 -30.9667 -45.1295 -16.8038
P3 - P1 ==0 0.6000 -14.1926 15.3926
P4 - P1 == 0 -27.5500 -43.2399 -11.8601
P3 - P2 == 0  31.5667 17.4038 45.7295
P4 - P2 == 0 3.4167 -11.6810 18.5143

P4 - P3 == 0 -28.1500 -43.8399 -12.4601
957% family-wise confidence level

El analisis de la salida lleva a que Pj es igual a Py y mayor que P
v Py, que Ps es igual a Py y menor que P53 y que P53 es mayor que Pj.

Analisis grafico:
Por otra parte, el siguiente grupo de instrucciones crea el grafico
de intervalos de confianza para la diferencia de medias (figura 7.1).

> old.oma < — par(oma=c(0,5,0,0))

> plot(confint(.Pairs), col= ‘‘red’’, main=‘‘Intervalo
de confianza del 95%’’,col.main=‘‘blue’’, xlab=‘¢ ’’,
col.axis=‘‘blue’’)

> par(old.oma)

> remove(.Pairs)
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4. Alternativa no paramétrica. Test de Kruskal Wallis

Como se ha indicado, si fallan las hipétesis de normalidad y/o
homocedasticidad se debe recurrir a una alternativa no paramétrica para
realizar el test de igualdad de medias. La solucion mas extendida la
proporciona el test de Kruskal Wallis. Dicho test es una prueba basada
en rangos con signos y es una generalizacion del test de Wilcoxon al caso
de k£ muestras.

Ejemplo 7.4

Suponga que se desea comparar el rendimiento de 5 tipos de neumaticos,
A, B, C, D y E, para lo que decide probarlos en distintos coches de
similares caracteristicas. Sus vidas medias en rodaje, medidas en miles
de kilometros, vienen dadas en la siguiente tabla:

Llantas Vidas medias
A 68 72 77 42 53
B 72 53 63 53 48
C 60 82 64 75 T2
D 48 61 57 64 50
E 64 65 70 68 53

Para contrastar que no hay diferencias entre los cinco tipos de
neumaticos se elige el test de Kruskal Wallis. Los datos han sido al-
macenados en el fichero neumaticos.dat dentro del repositorio de
datos. En Rcmdr se activa la secuencia de meni Estadisticos—
Test no paramétricos—Test de Kruskal Wallis, abriéndose la co-
rrespondiente ventana de dialogo donde se seleccionan variable y factor,
en este caso Km y Neum. Remdr proporciona en primer lugar las media-
nas de cada grupo y seguidamente el estadistico de Kruskal Wallis junto
con su p-valor.

> tapply(DatosK'm, DatosNeum, median, na.rm=TRUE)
A B C D E
68 53 72 57 65
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> kruskal.test(Km~Neum, data=Datos)

Kruskal-Wallis rank sum test
data: Km by Neum
Kruskal-Wallis chi-squared = 6.4949, df = 4, p-value = 0.1651

A la vista de los resultados, p-valor = 0, 1651, se concluye que no
hay diferencias significativas entre los rendimientos de los cinco tipos de
neumaticos.
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5. Ejercicios

7.1 Estudie, a partir de la tabla de datos porcentuales que se da,
si las medias de los tres niveles de un determinado factor son iguales.

Nivel T | Nivel II | Nivel IIT
8,1 8,6 12
9,2 8,9 13,2
9,5 7.4 13,1

7.2 Una empresa tiene en un establecimiento cuatro vendedores
y pretende asignar primas en funcién de las ventas. A la vista de la
tabla de ventas en los ultimos cinco meses (miles de euros), indique si
los cuatro vendedores son igualmente eficaces. De no ser asi elabore el
ranking en razon de las ventas.

Vend. 1| Vend. 2 | Vend. 3 | Vend. 4
6,46 5,79 8,37 4,94
4,83 5,13 7,57 4,11
5,89 6,17 8,69 5,45
5,30 4,72 8,06 5,21
6,33 5,60 7,23 5,00

7.3 A partir de la cuenta de resultados que presentaban 13 enti-
dades financieras englobadas en los ambitos europeo, nacional y regional
se ha calculado el porcentaje destinado a la generacién bruta de fondos,
con los siguientes resultados:

Ambito | Generacién bruta de fondos
Europeo | 0,4 3,8 2,5 2,9

Tipo Il 4,7 2,0 1,8 2,8

Tipo III | 0,9 3,7 3,1 6,2 2,7

., Puede considerarse que la proporcion de fondos es igual indepen-
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dientemente del ambito de actuacion?

7.4 Una cierta planta ha sido cultivada con cinco fertilizantes
distintos. Se desea estudiar si el tipo de fertilizante influye en la longitud
de la planta, para lo cual se han medido las longitudes de cinco series de
10 plantas, obteniéndose para cada serie los resultados que aparecen en
el fichero plantas.dat. ;Hay evidencia estadistica suficiente para afirmar
que las medias son diferentes? De ser asi, jexisten tipos de fertilizante
que no se diferencien entre si?

7.5 Un fabricante estd interesado en la resistencia a la tensién
de una fibra sintética. Se sospecha que la resistencia esta relacionada con
el porcentaje de algoddén en la fibra. Suponer que la distribucion para
cada porcentaje son aproximadamente normales y se da la homogeneidad
de las varianzas. Para ello, se emplean cinco niveles de porcentaje de
algodon. De 5 réplicas aleatorias se obtienen los siguientes datos:

Porcentaje de algodén | 1 | 2 | 3 | 4
15 7171511
20 1217|1218 | 18
25 14118 |18 | 19| 19
30 1925|2219 |23
35 711011 (15|11

. Puede considerarse que la resistencia de las prendas es la misma
independiente del porcentaje de algoddén presente en sus fibras?



