Capitulo 1

Funciones hipergeométricas

1.1. Introduccion

En el presente capitulo realizaremos una recopilacién de los principales resultados
relativos a las funciones hipergeométricas. Esta serie, estudiada por primera vez
por Gauss en 1812, tiene la curiosidad histérica que en ella se realiza el primer
modelo de una discusién de convergencia efectuada en palabras del propio Gauss
" con todo rigor, y hecha para satisfacer a aquellos cuyas preferencias se dirigen a
los métodos rigurosos de los gedmetras antiguos”'. Actualmente resulta fundamental
en el estudio y desarrollo de las distribuciones de probabilidad discretas, utilizandose,
sobre todo, para expresar las funciones caracteristicas y las generatrices, ya sean de

probabilidad o de momentos.

Definicion 1.1 Sea r un niumero entero positivo y a un niumero real, se conoce
como factorial polinédmico de orden r y paso a con respecto a I, para lo cual

escribiremos I | a la expresion siguiente:

10 = 7. (I+a) - (I+2a) (I + (r—1)a)

!Elementos de historia de las matemdticas. Nicolds Bourbaki. Alianza Universidad. Madrid,
1992, p. 211.
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(1) Sia=—1, 1"V =10 =T.(I —1)--- (I —r+1), se llama r-ésimo factorial

descendente de .

2) Sia = +1, I™Y = (I), = T-(I+1)---(I +r — 1); se conoce como -
ésimo factorial ascendente de I, y a ([), se le da el nombre de simbolo
de Pochhammer, en honor del matematico aleman L.A. Pochhammer(1841-
1920).

(3) Para conseguir regularidad en la definicién aceptaremos que % = 1.2

1.2. La funcién hipergeométrica de una variable

Definicion 1.2 Se define la funcién hipergeométrica de Gauss, funcién hi-
pergeométrica de primer género o simplemente funcién hipergeométrica, a

la serie siguiente:
i

o Fy(a,b;c;z) = Z (a)ib): . % (1.1)

1=0 <C)Z

con z € C;a,b,ceC,c#0,—1,-2,...

Notaciones alternativas han sido usadas por diversos autores. Entre ellas pode-

mos citar a:

.. —a, —b T'(a)'(b
- Meijer(1941), G12 ( —z L e > = —% o Fi(a,b;c; 2)

- Meijer(1953), ®(a,b;c; z) = o Fi1(a,b;c;2)/T(c)

2No todos los autores utilizan la misma notacién. Hemos adoptado la de Janardan & Patil
(1972), usada también por Johnson, Kotz & Kemp (1992). Diferente eleccién hacen Dyczka (1973,
p.44) y Stuart & Ord (1987, p.81): Il =T . (I —1)--- (I —r + 1). Mood, Graybill & Boes (1974,
p.529) proponen (I), =1-(I—1)--- (I —r+1), y por ultimo Johnson, Kotz & Balakrishnan (1997,
p.xix) definen 1"l = I - (I +1)--- (I +r — 1), aunque advierten en p.4 la falta de unicidad en la

simbologia utilizada.
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I'(a)I'(b
- MacRobert(1947), E(2;a,b;1;¢;,—1/z) = % <o Fy(a,b;c; 2)
c
. a, b;
- Appell(1926) y Bailey(1935), o F} z | = oFi(a,b;c; 2)
&
0 00 1

- Riemann(1857), P 0 a 0 z ¢ =9oFi(a,b;c;2).
l—¢c b c—a—-0D

Recibe su nombre por el hecho de que para ciertos valores de sus pardmetros

(a=c,b=1,6b=c,a=1), sereduce a la serie geométrica elemental:
oFi(a,1;a;2) = 42 Fy(1,b;b; 2) = Zzz‘
i=0

Teorema 1.1 Sia, b ¢ ambos, son enteros no positivos, ya que (I); es cero para
j > —1I siendo I entero no positivo, la serie (1.1) tiene un nimero finito de términos,
convirtiéndose en un polinomio de grado —a, —b ¢ min(—a, —b), respectivamente.

Si la serie es infinita:
(1) Es absolutamente convergente si |z| < 1,
(2) Es divergente si |z| > 1, y
(8) Para |z| =1, z # 1, es:

(a) Absolutamente convergente, si Re(a+b— c¢) < 0.

(b) Condicionalmente convergente, si 0 < Re(a+b—c) < 1.
(c) Divergente, si Re(a+b—c) > 1.

(d) Divergente, si Re(a+b—c) =1y Re(a+b) < Re(ab).
(e) Convergente, si Re(a +b—c) =1y Re(a+b) > Re(ab).
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(4) Para z =1, es:
(a) Convergente, si Re(a+b—c) <0.
(b) Divergente, si Re(a+b—c) > 0.
Demostracion:

Si calculamos el cociente entre dos términos consecutivos resulta que:

s (atn)(b+n)

y si n — 00, la razén
Un+1
Unp,

= ||

Por tanto, segun el criterio de D’Alembert, resulta que:
(1) Si|z] < 1, la serie es absolutamente convergente.
(2) Si|z] > 1, la serie es divergente.

(3) Si|z| =1, z#1,
La serie es absolutamente convergente para Re(a+b—c) < 0, convergente pero
no absolutamente si 0 < Re(a+b—¢) < 1, y divergente si 1 < Re(a+b — ¢).
Si Re(a+ b —¢) = 1, se tiene que:

Re(a+b—ab+1)

> +o(1/n?)

De lo que se deduce que la serie es convergente si Re(a + b) > Re(ab), y
divergente si Re(a + b) < Re(ab).

(4) Siz=1,
Unsr  n*+na+0b)+ ab
u,  ni4nlc+1)+ec

y, aplicando el criterio de Raabe, se obtiene que:
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(a) Si Re(a+b—c) <0, la serie es convergente.
(b) Si Re(a+b—c) >0, es divergente.

(¢) Si Re(a+b—c) =0 también es divergente, ya que en este caso:

donde C es una constante.

Teorema 1.2 En |z| < 1, la funcion oFi(a,b;c; z) es una solucion de la ecuacion
diferencial:
z2(1=2z)w" +c—(a+b+1)z]w — abw = 0? (1.2)

Demostracién:

Llamemos

w=+2F(a,b;c;2) =Y

— (¢); il

En |z| < 1 la serie de potencias w es indefinidamente derivable, luego podemos

hacer:

" d*w - a);(b); . 212 © a);(b); 52
w zﬁzg%.(z_m. 27 @0

3La segunda solucién de la ecuacién diferencial (1.2), linealmente independiente de o Fy (a, b; ¢; 2),
se llama funcién hipergeométrica de segundo género, y es:

®(a,b;c;z) = %-zkc 9 Fila—c+1,b—c+1;2—¢;2).



CAPITULO 1. FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS

Sustituyendo los valores de w, w’ y w” en el primer miembro de (1.2), resulta:

— (a)i(b); 22
z2(1—2)- z; (©) : (i— 2)!+

(i) 2"
c %b —ab=
(i) 2!
<a(z)<f)2 +e (azz)(:)z —(a+b+1)- %b —ab- %b _

_alat Db 1) | alat D) o (a+bt1+ab)

clc+1) clc+1) c

(iii) 2,i > 2:

(@)i+1(b)i+1 _ (a)i(b); Te. (@)i+1(0)it1
(@ira(@ =D (c)i(i — 2)! (€)ita1!

(a)i(b)i . (a)i(b)i

@i — D! (!

(a+i)(a)i(b+4)(b)i  (a)i(b)s
(ct)@i—1 ()i —2)!

+

—(a+b+1)-

_|_

IS CER)CNCRR) TR

@), (@) _
(c+1)(c)!

@i — 1! " (o)l

=0
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(a)i(b); (a+1)(b+1) (a+12)(b+1)
= . -1 . _ hb+1)-
O:li —2) | (cti)i= e iy ettt
1 )
—ab - — } = (0, como se queria demostrar.
i(i —1)
O
Teorema 1.3 La ecuacion diferencial:
2(1=2)w" +[c—(a+b+1)2Jw —abw =0
es equivalente a la ecuacion diferencial:
O ©O©+c—1)—2-(O+4+a)- (O+b)](w)=0 (1.3)
end =z —.
siendo © = z P
Demostracién:

O©-©O+c—1)—2z-(O+a)- (O+b)](w) =0«

(1—2)-0*w)+[c—1—(a+b)-2]-O(w)—a-b-z-w=0<«

1—2)z-(W+z-w)+[c—1-(a+b)-2]-z-w' —a- bz w=0&

1—2)- 22w +1—z+c—1—(a+b)-2]-z-w —a-b-z-w=0&
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{1=2)-z-w'"+[c—(a+b+1)- 2] v —a-b-w}-2=0&

1—-2)-z-w"+[c—(a+b+1)-2z]-w —a-b-w=0

como se queria demostrar. O

Definicién 1.3 (Prolongacién analitica de la funcién hipergeométrica) En
el exterior del circulo de radio unidad, puede prolongarse analiticamente la funcion

hipergeométrica mediante la transformacion integral de Fuler, de la forma siguiente:

o Fi(a,b;c;z) = % . /0 (1= (1 — 2t)hdt (1.4)

con Re(c) > Re(a) >0 y |arg(l — 2)] <7 *.

Ya que o F(a, b; c; z)= o F1(b, a; c; z), puede también definirse como:

oFi(a,byc;2) = NORCEDR /0 7 (1 =) (1 — zt) Tt (1.5)

con Re(c) > Re(b) >0y |arg(l —2)| <.

Ambas integrales definen funciones analiticas univaluadas en |arg(l — 2)| < ;
es decir, en todo C excepto en los puntos del intervalo (1,+00). Ya que la funcién
o F1(a,b; c; z) esta definida en |z| < 1, utilizando (1.1) y (1.4) 6 (1.5) obtenemos una
prolongacién analitica de la funcién hipergeométrica a C, salvo el intervalo [1, +00).

4La funcién gamma, I'(z), se define (Erdelyi, A., Magnus, W., Oberhettinger F. and Tricomi,
F.G., 1953, p.1) como I'(z) = [;° e~"t*~1dt, con Re(z) >0
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1.2.1. La funcién hipergeométrica generalizada de una va-

riable

Definicion 1.4 Se conoce como funcién hipergeométrica generalizada, a la

serie siguiente:

. Co) . (a1)i---(ap)i 2
pFylar, ag, ..., ap; by, by, ., by 2) —;mﬁ (1.6)

conz€C;a;,b,€C, b, #0,-1,-2,...;7=1,2,...p;, k=1,2,....q

Teorema 1.4 Si algin aj, es entero no positivo, la serie (1.6) tiene un niumero

finito de términos, convirtiéndose en un polinomio de grado min {—a;}.

St la serie es infinita:
(1) Sip=q+1,
(a) Es absolutamente convergente si |z| < 1
(b) Es divergente si |z| > 1
(¢) Para |z| =1, 2 # 1, es:

P q
(c1) Absolutamente convergente, si Re (Z a; — Z bi> < 0.

i=1 =1

p q
(¢2) Condicionalmente convergente, si 0 < Re (Z a; — Z b,;) < 1.

i=1 i=1
p q

(¢3) Divergente, si Re <Z a; — Z bi> > 1.
=1 =1

P q P p
(c¢4) Divergente, si Re <Z a; — Z bi> =1yRe (Z ai) < Re (H ai> )
i=1 i=1 i=1 i=1
p q p p
(c5) Convergente, si Re (Z a; — Zbl) =1yRe (Z ai> > Re (H ai) )
i=1 i=1

i=1 i=1
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(d) Para z =1, es:

p q
(d1) Convergente, si Re (Z a; — Z bi> <0
i=1 i=1
p q
(d2) Divergente, si Re (Z a; — z bi> >0
i=1 i=1

(2) Sip<gq, es absolutamente convergente para todo valor de z.

(3) Sip>q+1, es divergente para z # 0.

Demostracion:
Si calculamos el cociente entre dos términos consecutivos resulta que:

Uyt (a1 +n)---(ap, +n)

Un  (brtn)--(bgtn)-(1+n) -

y si n — 0o tenemos que:

(1) Sip=q+ 1 entonces, — |z

n

Por tanto, segun el criterio de D’Alembert, resulta que:

(a) Si|z| < 1, la serie es absolutamente convergente.
(b) Si|z] > 1, la serie es divergente.
(c) Silz|=1, z #1,

La serie es:

q
- absolutamente convergente para Re (Z Z b,)
i=1

=1

p
- convergente pero no absolutamente si 0 < Re (Z a; — Z b; >

=1 =1
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P q
- divergente si Re <Z a; — Z bi> > 1
i=1 i=1
p q
- Si Re (Z a; — sz> =1, se tiene que:

=1 =1

Unt1| _ 4 _ Do — [ ai+1

n2

+o(1/n?)

Up,

p p
De lo que se deduce que la serie es convergente si Re E a; | > Re H a; |,
=1

p p
y divergente si Re (Z ai) < Re (H al-) .

i=1 i1
(d) Siz=1,

i=1

np—i-np_l'iai—&-'--—i—ﬁai
qzzl =1 -

b1+ +]] 0

i=1 i=1

y, aplicando el criterio de Raabe, se obtiene que:

p q
(i) Si Re (Z a; — Z b,—) < 0, la serie es convergente.
i=1 i=1

un+1 o
Up

ndtt 4 nd.

p q
(ii) Si Re (Z a; — Z bl-) > 0, es divergente.
i=1 i=1
p q
(iii) Si Re (Z a; — sz) = 0 también es divergente, ya que en este
caso: = c
n 1
T
Uy, n o n

donde C es una constante.
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Un+1 .
" | — 0, resultando la serie absolutamente convergente para todo

(2) Sip<yq,

valor de z.

n

un-l—l

(3) Sip>q—+1, — 00, por lo que la serie es divergente para todo z # 0.

n

con lo que se concluye la demostracion. U

Teorema 1.5 La funcion ,F,(ay,as, ..., a,; b1, ba, ..., by; 2) es una solucion de la ecua-

cion diferencial:

©- ©+b—1)---(O+b,—1)—2-(O+ay) - (©+a,)] (w)=0 (1.7)

. d
stendo © = z - —.
dz

Demostracion:

Vamos a utilizar las siguientes propiedades tomadas de Luke(1969, p.24):

p ‘ P
H O +a;)2' =2 H(iJra]»)
Jj=1 j=1
a q
2) O-[[O+b—1)' =2 [Ji+b—1)
k=1 k=1
3)[0-(O+b —1)---(O+b,—1)—z-(O+a) - (0+a,)]
(qu(alacLQ, ~,ap,b1,b2,.. ))

:Zéﬁ”’”(ﬁ“”)é.-wubl_1>---<z+bq—1>-zf—<z’+al>---<i+%>-z

£ (by); -+ (by); - !

Calculemos los coeficientes para cada potencia de z:

(i) 2%

i+1]
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(i) 2,0 > 1:

(a1)i - - - (ap)s il ). N (@1)i-1---(@p)ina ‘
R 8 A e Y (Y e SR G

Ji—1+ay) - (i—1+a,)) = (a1)i—1 -+ (ap)i—

(b1)i1 - (bg)ia - (i — D)

e s RO

—(i—1+ay)---(1—14+a,)]=0

como se queria demostrar.
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