
Caṕıtulo 1

Funciones hipergeométricas

1.1. Introducción

En el presente caṕıtulo realizaremos una recopilación de los principales resultados

relativos a las funciones hipergeométricas. Esta serie, estudiada por primera vez

por Gauss en 1812, tiene la curiosidad histórica que en ella se realiza el primer

modelo de una discusión de convergencia efectuada en palabras del propio Gauss

”con todo rigor, y hecha para satisfacer a aquellos cuyas preferencias se dirigen a

los métodos rigurosos de los geómetras antiguos”1. Actualmente resulta fundamental

en el estudio y desarrollo de las distribuciones de probabilidad discretas, utilizándose,

sobre todo, para expresar las funciones caracteŕısticas y las generatrices, ya sean de

probabilidad o de momentos.

Definición 1.1 Sea r un número entero positivo y a un número real, se conoce

como factorial polinómico de orden r y paso a con respecto a I, para lo cual

escribiremos I(r,a), a la expresión siguiente:

I(r,a) = I · (I + a) · (I + 2a) · · · (I + (r − 1)a)

1Elementos de historia de las matemáticas. Nicolás Bourbaki. Alianza Universidad. Madrid,
1992, p. 211.
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(1) Si a = −1, I(r,−1) = I(r) = I · (I − 1) · · · (I − r + 1), se llama r-ésimo factorial

descendente de I.

(2) Si a = +1, I(r,+1) = (I)r = I · (I + 1) · · · (I + r − 1); se conoce como r-

ésimo factorial ascendente de I, y a (I)r se le da el nombre de śımbolo

de Pochhammer, en honor del matemático alemán L.A. Pochhammer(1841-

1920).

(3) Para conseguir regularidad en la definición aceptaremos que I(0,a) = 1.2

1.2. La función hipergeométrica de una variable

Definición 1.2 Se define la función hipergeométrica de Gauss, función hi-

pergeométrica de primer género o simplemente función hipergeométrica, a

la serie siguiente:

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
i=0

(a)i(b)i

(c)i

· zi

i!
(1.1)

con z ∈ C; a, b, c ∈ C, c �= 0,−1,−2, ...

Notaciones alternativas han sido usadas por diversos autores. Entre ellas pode-

mos citar a:

- Meijer(1941), G12
22

(
−z

−a, −b

−1, −c

)
= −Γ(a)Γ(b)

Γ(c)z
· 2F1(a, b; c; z)

- Meijer(1953), Φ(a, b; c; z) = 2F1(a, b; c; z)/Γ(c)

2No todos los autores utilizan la misma notación. Hemos adoptado la de Janardan & Patil
(1972), usada también por Johnson, Kotz & Kemp (1992). Diferente elección hacen Dyczka (1973,
p.44) y Stuart & Ord (1987, p.81): I [r] = I · (I − 1) · · · (I − r + 1). Mood, Graybill & Boes (1974,
p.529) proponen (I)r = I · (I−1) · · · (I−r+1), y por último Johnson, Kotz & Balakrishnan (1997,
p.xix) definen I [r] = I · (I + 1) · · · (I + r − 1), aunque advierten en p.4 la falta de unicidad en la
simboloǵıa utilizada.
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- MacRobert(1947), E(2; a, b; 1; c;−1/z) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(c)
· 2F1(a, b; c; z)

- Appell(1926) y Bailey(1935), 2F1

[
a, b;

c;
z

]
= 2F1(a, b; c; z)

- Riemann(1857), P

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 ∞ 1

0 a 0

1 − c b c − a − b

z

⎫⎪⎬
⎪⎭ = 2F1(a, b; c; z).

Recibe su nombre por el hecho de que para ciertos valores de sus parámetros

(a = c, b = 1, ó b = c, a = 1), se reduce a la serie geométrica elemental:

2F1(a, 1; a; z) = +2F1(1, b; b; z) =
∞∑
i=0

zi

Teorema 1.1 Si a, b ó ambos, son enteros no positivos, ya que (I)j es cero para

j > −I siendo I entero no positivo, la serie (1.1) tiene un número finito de términos,

convirtiéndose en un polinomio de grado −a,−b ó min(−a,−b), respectivamente.

Si la serie es infinita:

(1) Es absolutamente convergente si |z| < 1,

(2) Es divergente si |z| > 1, y

(3) Para |z| = 1, z �= 1, es:

(a) Absolutamente convergente, si Re(a + b − c) < 0.

(b) Condicionalmente convergente, si 0 ≤ Re(a + b − c) < 1.

(c) Divergente, si Re(a + b − c) > 1.

(d) Divergente, si Re(a + b − c) = 1 y Re(a + b) ≤ Re(ab).

(e) Convergente, si Re(a + b − c) = 1 y Re(a + b) > Re(ab).
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(4) Para z = 1, es:

(a) Convergente, si Re(a + b − c) < 0.

(b) Divergente, si Re(a + b − c) ≥ 0.

Demostración:

Si calculamos el cociente entre dos términos consecutivos resulta que:

un+1

un

=
(a + n)(b + n)

(c + n)(1 + n)
· z

y si n → ∞, la razón ∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣→ |z|
Por tanto, según el criterio de D’Alembert, resulta que:

(1) Si |z| < 1, la serie es absolutamente convergente.

(2) Si |z| > 1, la serie es divergente.

(3) Si |z| = 1, z �= 1,

La serie es absolutamente convergente para Re(a+b−c) < 0, convergente pero

no absolutamente si 0 ≤ Re(a + b − c) < 1, y divergente si 1 < Re(a + b − c).

Si Re(a + b − c) = 1, se tiene que:∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = 1 − Re(a + b − ab + 1)

n2
+ o(1/n3)

De lo que se deduce que la serie es convergente si Re(a + b) > Re(ab), y

divergente si Re(a + b) ≤ Re(ab).

(4) Si z = 1,
un+1

un

=
n2 + n(a + b) + ab

n2 + n(c + 1) + c

y, aplicando el criterio de Raabe, se obtiene que:
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(a) Si Re(a + b − c) < 0, la serie es convergente.

(b) Si Re(a + b − c) > 0, es divergente.

(c) Si Re(a + b − c) = 0 también es divergente, ya que en este caso:∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ > 1 − 1

n
− C

n2

donde C es una constante.

�

Teorema 1.2 En |z| < 1, la función 2F1(a, b; c; z) es una solución de la ecuación

diferencial:

z(1 − z)w′′ + [c − (a + b + 1)z]w′ − abw = 03 (1.2)

Demostración:

Llamemos

w = +2F1(a, b; c; z) =
∞∑
i=0

(a)i(b)i

(c)i

· zi

i!

En |z| < 1 la serie de potencias w es indefinidamente derivable, luego podemos

hacer:

w′ =
dw

dz
=

∞∑
i=1

(a)i(b)i

(c)i

· i · zi−1

i!
=

∞∑
i=1

(a)i(b)i

(c)i

· zi−1

(i − 1)!

w′′ =
d2w

dz2
=

∞∑
i=2

(a)i(b)i

(c)i

· (i − 1) · zi−2

(i − 1)!
=

∞∑
i=2

(a)i(b)i

(c)i

· zi−2

(i − 2)!

3La segunda solución de la ecuación diferencial (1.2), linealmente independiente de 2F1(a, b; c; z),
se llama función hipergeométrica de segundo género, y es:
Φ(a, b; c; z) = Γ(a−c+1)·Γ(b−c+1)

Γ(a)·Γ(b)·Γ(1−c) · z1−c ·2 F1(a − c + 1, b − c + 1; 2 − c; z).
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Sustituyendo los valores de w, w′ y w′′ en el primer miembro de (1.2), resulta:

z(1 − z) ·
∞∑
i=2

(a)i(b)i

(c)i

· zi−2

(i − 2)!
+

+[c − (a + b + 1)z] ·
∞∑
i=1

(a)i(b)i

(c)i

· zi−1

(i − 1)!
+

−ab ·
∞∑
i=0

(a)i(b)i

(c)i

· zi

i!

Calculemos los coeficientes para cada potencia de z:

(i) z0:

c · ab

c
− ab = 0

(ii) z1:
(a)2(b)2

(c)2

+ c · (a)2(b)2

(c)2

− (a + b + 1) · ab

c
− ab · ab

c
=

=
a(a + 1)b(b + 1)

c(c + 1)
+ c · a(a + 1)b(b + 1)

c(c + 1)
− ab · (a + b + 1 + ab)

c
= 0

(iii) zi, i ≥ 2:
(a)i+1(b)i+1

(c)i+1(i − 1)!
− (a)i(b)i

(c)i(i − 2)!
+ c · (a)i+1(b)i+1

(c)i+1i!
+

−(a + b + 1) · (a)i(b)i

(c)i(i − 1)!
− ab · (a)i(b)i

(c)ii!
=

=
(a + i)(a)i(b + i)(b)i

(c + i)(c)i(i − 1)!
− (a)i(b)i

(c)i(i − 2)!
+

+c · (a + i)(a)i(b + i)(b)i

(c + i)(c)ii!
− (a + b + 1) · (a)i(b)i

(c)i(i − 1)!
− ab · (a)i(b)i

(c)ii!
=
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=
(a)i(b)i

(c)i(i − 2)!
·
[
(a + i)(b + i)

(c + i)(i − 1)
− 1 + c · (a + i)(b + i)

(c + i)i(i − 1)
− (a + b + 1) · 1

i − 1
+

−ab · 1

i(i − 1)

]
= 0, como se queŕıa demostrar.

�

Teorema 1.3 La ecuación diferencial:

z(1 − z)w′′ + [c − (a + b + 1)z]w′ − abw = 0

es equivalente a la ecuación diferencial:

[Θ · (Θ + c − 1) − z · (Θ + a) · (Θ + b)] (w) = 0 (1.3)

siendo Θ = z · d

dz
.

Demostración:

[Θ · (Θ + c − 1) − z · (Θ + a) · (Θ + b)] (w) = 0 ⇔

(1 − z) · Θ2(w) + [c − 1 − (a + b) · z] · Θ(w) − a · b · z · w = 0 ⇔

(1 − z) · z · (w′ + z · w′′) + [c − 1 − (a + b) · z] · z · w′ − a · b · z · w = 0 ⇔

(1 − z) · z2 · w′′ + [1 − z + c − 1 − (a + b) · z] · z · w′ − a · b · z · w = 0 ⇔
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{(1 − z) · z · w′′ + [c − (a + b + 1) · z] · w′ − a · b · w} · z = 0 ⇔

(1 − z) · z · w′′ + [c − (a + b + 1) · z] · w′ − a · b · w = 0

como se queŕıa demostrar. �

Definición 1.3 (Prolongación anaĺıtica de la función hipergeométrica) En

el exterior del ćırculo de radio unidad, puede prolongarse anaĺıticamente la función

hipergeométrica mediante la transformación integral de Euler, de la forma siguiente:

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c − a)
·
∫ 1

0

ta−1 · (1 − t)c−a−1 · (1 − zt)−bdt (1.4)

con Re(c) > Re(a) > 0 y |arg(1 − z)| < π 4.

Ya que 2F1(a, b; c; z)= 2F1(b, a; c; z), puede también definirse como:

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c − b)
·
∫ 1

0

tb−1 · (1 − t)c−b−1 · (1 − zt)−adt (1.5)

con Re(c) > Re(b) > 0 y |arg(1 − z)| < π.

Ambas integrales definen funciones anaĺıticas univaluadas en |arg(1 − z)| < π;

es decir, en todo C excepto en los puntos del intervalo (1, +∞). Ya que la función

2F1(a, b; c; z) está definida en |z| < 1, utilizando (1.1) y (1.4) ó (1.5) obtenemos una

prolongación anaĺıtica de la función hipergeométrica a C, salvo el intervalo [1, +∞).

4La función gamma, Γ(z), se define (Erdelyi, A., Magnus, W., Oberhettinger F. and Tricomi,
F.G., 1953, p.1) como Γ(z) =

∫∞
0

e−ttz−1dt, con Re(z) > 0
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1.2.1. La función hipergeométrica generalizada de una va-

riable

Definición 1.4 Se conoce como función hipergeométrica generalizada, a la

serie siguiente:

pFq(a1, a2, ..., ap; b1, b2, ..., bq; z) =
∞∑
i=0

(a1)i · · · (ap)i

(b1)i · · · (bq)i

· zi

i!
(1.6)

con z ∈ C; aj, bk ∈ C, bk �= 0,−1,−2, ...; j = 1, 2, ..., p; k = 1, 2, ..., q

Teorema 1.4 Si algún aj, es entero no positivo, la serie (1.6) tiene un número

finito de términos, convirtiéndose en un polinomio de grado mı́n
aj∈Z−∪{0}

{−aj}.
Si la serie es infinita:

(1) Si p = q + 1,

(a) Es absolutamente convergente si |z| < 1

(b) Es divergente si |z| > 1

(c) Para |z| = 1, z �= 1, es:

(c1) Absolutamente convergente, si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
< 0.

(c2) Condicionalmente convergente, si 0 ≤ Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
< 1.

(c3) Divergente, si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
> 1.

(c4) Divergente, si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
= 1 y Re

(
p∑

i=1

ai

)
≤ Re

(
p∏

i=1

ai

)
.

(c5) Convergente, si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
= 1 y Re

(
p∑

i=1

ai

)
> Re

(
p∏

i=1

ai

)
.
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(d) Para z = 1, es:

(d1) Convergente, si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
< 0.

(d2) Divergente, si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
≥ 0.

(2) Si p ≤ q, es absolutamente convergente para todo valor de z.

(3) Si p > q + 1, es divergente para z �= 0.

Demostración:

Si calculamos el cociente entre dos términos consecutivos resulta que:

un+1

un

=
(a1 + n) · · · (ap + n)

(b1 + n) · · · (bq + n) · (1 + n)
· z

y si n → ∞ tenemos que:

(1) Si p = q + 1 entonces,

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣→ |z|

Por tanto, según el criterio de D’Alembert, resulta que:

(a) Si |z| < 1, la serie es absolutamente convergente.

(b) Si |z| > 1, la serie es divergente.

(c) Si |z| = 1, z �= 1,

La serie es:

- absolutamente convergente para Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
< 0

- convergente pero no absolutamente si 0 ≤ Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
< 1
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- divergente si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
> 1

- Si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
= 1, se tiene que:

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ = 1 −
∑p

i=1 ai −
∏p

i=1 ai + 1

n2
+ o(1/n3)

De lo que se deduce que la serie es convergente si Re

(
p∑

i=1

ai

)
> Re

(
p∏

i=1

ai

)
,

y divergente si Re

(
p∑

i=1

ai

)
≤ Re

(
p∏

i=1

ai

)
.

(d) Si z = 1,

un+1

un

=

np + np−1 ·
p∑

i=1

ai + · · · +
p∏

i=1

ai

nq+1 + nq ·
[

q∑
i=1

bi + 1

]
+ · · · +

q∏
i=1

bi

y, aplicando el criterio de Raabe, se obtiene que:

(i) Si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
< 0, la serie es convergente.

(ii) Si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
> 0, es divergente.

(iii) Si Re

(
p∑

i=1

ai −
q∑

i=1

bi

)
= 0 también es divergente, ya que en este

caso: ∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ > 1 − 1

n
− C

n2

donde C es una constante.
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(2) Si p ≤ q,

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣→ 0, resultando la serie absolutamente convergente para todo

valor de z.

(3) Si p > q + 1,

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣→ ∞, por lo que la serie es divergente para todo z �= 0.

con lo que se concluye la demostración. �

Teorema 1.5 La función pFq(a1, a2, ..., ap; b1, b2, ..., bq; z) es una solución de la ecua-

ción diferencial:

[Θ · (Θ + b1 − 1) · · · (Θ + bq − 1) − z · (Θ + a1) · · · (Θ + ap)] (w) = 0 (1.7)

siendo Θ = z · d

dz
.

Demostración:

Vamos a utilizar las siguientes propiedades tomadas de Luke(1969, p.24):

(1)

p∏
j=1

(Θ + aj)z
i = zi ·

p∏
j=1

(i + aj)

(2) Θ ·
q∏

k=1

(Θ + bk − 1)zi = i · zi ·
q∏

k=1

(i + bk − 1)

(3) [Θ · (Θ + b1 − 1) · · · (Θ + bq − 1) − z · (Θ + a1) · · · (Θ + ap)]

(pFq(a1, a2, ..., ap; b1, b2, ..., bq; z)) =

=
∞∑
i=0

(a1)i · · · (ap)i

(b1)i · · · (bq)i · i! ·
[
i(i + b1 − 1) · · · (i + bq − 1) · zi − (i + a1) · · · (i + ap) · zi+1

]
Calculemos los coeficientes para cada potencia de z:

(i) z0:

(a1)0 · · · (ap)0

(b1)0 · · · (bq)0 · 0!
· [0(0 + b1 − 1) · · · (0 + bq − 1)] = 0
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(ii) zi, i ≥ 1:

(a1)i · · · (ap)i

(b1)i · · · (bq)i · i! · [i(i + b1 − 1) · · · (i + bq − 1)] − (a1)i−1 · · · (ap)i−1

(b1)i−1 · · · (bq)i−1 · (i − 1)!
·

· [(i − 1 + a1) · · · (i − 1 + ap)] =
(a1)i−1 · · · (ap)i−1

(b1)i−1 · · · (bq)i−1 · (i − 1)!
·

·
[
(a1 + i − 1) · · · (ap + i − 1)

(b1 + i − 1) · · · (bq + i − 1)
· 1

i
· i · (i + b1 − 1) · · · (i + bq − 1)+

−(i − 1 + a1) · · · (i − 1 + ap)] = 0

como se queŕıa demostrar. �
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Bibliograf́ıa
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