Capitulo 2

Los modelos de urnas

2.1. Introduccion a los modelos de urnas

Los modelos de urnas son muy recurridos en probabilidad, entre otras razones,
como recoge Berg (1989), por ser facilmente visualizables, por su flexibilidad y por
su adaptabilidad a un amplio rango de situaciones. De hecho, numerosos resultados
de teoria de probabilidad para variables aleatorias discretas, pueden reducirse a un

modelo de urnas.

Alfréd Rényi (1970) recuerda el caso de un colega suyo que estuvo enseniando
Estadistica en Etiopia, cuando los juegos de azar estaban prohibidos. La reduc-
ciéon a modelos de urnas le permitié sustituir estos juegos e introducir la teoria de

probabilidad a sus alumnos.

Pélya (1954) hace la siguiente observacién al respecto: ” Cualquier problema en
probabilidad se puede hacer comparable a un problema acerca de bolsas que conten-
gan bolas, y cualquier fenomeno aleatorio puede hacerse similar, en sus aspectos

esenciales, a ertracciones sucesivas de bolas de un sistema combinado de bolsas”.
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2.2. Modelos de urnas

Un modelo de urnas se construye a partir de un conjunto de urnas que contengan
bolas de diferentes colores. A continuacién se establecen unas reglas que determinen
el procedimiento a seguir segin el color de la bola extraida en cada urna. Estas
reglas hacen referencia al hecho de anadir o retirar bolas de urnas. Cuando anadir

o retirar, cuantas bolas y de qué urnas da origen a una gran variedad de modelos.

Dentro de los modelos de urnas tienen una importancia especial los llamados
Modelos por Contagio, esto es, modelos donde la ocurrencia de un suceso tiene el

efecto de cambiar la probabilidad de las posteriores ocurrencias de ese mismo suceso.

Eggenberger y Pélya (1923) utilizan la expresion Chancevermehrung durch Er-
folg, para indicar el aumento de la probabilidad en un suceso debido a su ocurrencia
anterior. Pélya sugiere el término Contagio, haciendo referencia a la similitud con
las enfermedades contagiosas, donde cada ocurrencia incrementa la posibilidad de

ocurrencias posteriores.

Feller (1968) generaliza este concepto y lo define Efecto Secundario (aftereffect),
proponiendo el siguiente paralelismo para describirlo: ” Consideremos una planta in-
dustrial expuesta a accidentes. Se puede pensar en la ocurrencia de un accidente
como resultado de un juego de azar sobrehumano: el destino tiene almacenada una
urna que contiene bolas negras (rojas en el texto original) y blancas: a intervalos de
tiempo regulares, se extrae al azar una bola; si es negra, representa un accidente. Si
la posibilidad de un accidente permanece constante en el tiempo, la composicion de
la urna es siempre la misma. Pero se piensa que cada accidente tiene un efecto se-

cundario, con el cual se incrementa o decrece la probabilidad de nuevos accidentes”.

Los modelos que se utilizardn en lo sucesivo, parten del siguiente Modelo de

Urna:
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" Una urna contiene N bolas, a blancas y b negras; se extrae al azar una bola, se
reemplaza y se anaden c bolas del mismo color y d bolas del color contrario. Se
hace una nueva extraccion aleatoria de la urna (que ahora contiene a+b+c+d

bolas) y se repite el procedimiento sucesivamente”.

Se utilizan, de esta manera, cuatro parametros para describir el modelo: a, b, ¢
y d. El nimero de bolas que la urna contiene inicialmente se deduce a partir de los

dos primero: N = a + b.

El procedimiento que lleva al cese del experimento puede proporcionar un nuevo
parametro, cuando se establece un ntimero de repeticiones n. En cualquier caso debe
entenderse que se trata de una regla mas del modelo, la que establece el final del

proceso, y también sirve para diferenciar los modelos de urnas entre si.

Cuando se establece que el niimero de repeticiones del experimento serd una
cantidad n, el modelo se denomina Modelo de Urna de Bernard Friedman, en honor
a quien lo propuso en 1949, y se trata de un modelo general a partir del cual son

desarrollados modelos posteriores.

Este valor n determina, evidentemente, un nimero méaximo de repeticiones. El
experimento puede pararse antes de llegar a esta cantidad si la composicion de la

urna va a proporcionar un experimento determinista.

Se tiene asi un primer modelo que viene definido por cinco parametros, y que en

general se va a notar en lo sucesivo:
(a,b,c,d,n)

A este modelo nos referiremos como Modelo Directo.
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Otro procedimiento de parada, alternativo al de imponer un nimero de repeti-
ciones del experimento, consiste en parar el experimento después de haber obtenido
un numero, k, de bolas de un determinado color. En este caso, el modelo que se

plantea también tiene cinco parametros:
[a7 b’ C7 d7 k:l?

que se va a denominar en lo sucesivo Modelo Inverso, para distinguirlo del anterior.

2.3. EIl Modelo de Urna de Pélya

Se va a definir el Modelo de Urna de Pélya en consonancia con el Modelo de Urna
de Bernard Friedman ya definido y como una particularizaciéon de éste. Aunque,
como se ha dicho, la idea de usar modelos de urnas se atribuye a Pdlya, en su
articulo inicial se utiliza un modelo mas reducido, con un parametro menos. En este
sentido, la tnica restriccién que se impone es considerar d = 0 en el modelo de

Bernard Friedman.

La notacion que se utilizard en este modelo, para mantener la relacién con el

anterior, sera:

(a,b,c,0,n).

La distribucién a que conduce este modelo se conoce como Distribucion de Pélya, v

se estudiard en el capitulo 3.

En relacion con el denominado Contagio en la literatura original, Eggenberger
y Pélya (1923) utilizan para distinguir casos derivados del modelo que proponen, el
parametro denominado Factor de Contagio 7, definido como:

_C
’Y_N7



2.4. MODELOS DERIVADOS DEL MODELO DE POLYA 23

ya que es el pardmetro ¢ el que va a determinar las variaciones sucesivas en la

composicién de la urna.

Cabria hacer la indicacién de que en el caso del Modelo de Urna de Bernard
Friedman, el Contagio vendria determinado por los parametros ¢ y d. Este ultimo

no aparece en el Modelo de Pélya, y por esta razon se obvia en este estudio.

También es utilizado un parametro p que describe la composicién inicial de la
urna, la proporcion de bolas blancas que hay al principio del experimento:
D= N
Si se plantea la misma restriccion en el Modelo Inverso especificado anteriormente,
se obtiene
[a,b,c,0,k].

La distribucién a que conduce este modelo se denomina Distribucion Inversa de
Polya, ya que ha sido obtenida a partir del Modelo Inverso, o también Distribucion
Negativa de Polya. En lo sucesivo se va a utilizar la primera de estas denominaciones:

Distribucion Inversa de Pdélya, también comentada en el capitulo .

2.4. Modelos derivados del Modelo de Pdlya

En funcion de los parametros antes mencionados, v y p, Eggenberger y Pdlya

(1928) distinguen los siguientes casos del esquema de urna inicial:

(1) En funcién del parametro p:
(a) Sucesos usuales (événements usuels): En el caso en que p se mantiene
constante cuando n tiende a infinito.

(b) Sucesos raros (événements rares): Cuando p tiende a cero, pero de forma

que el producto np tiende a una constante A cuando n tiende a infinito
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(2) En funcién del Factor de Contagio (pardmetro ):

(a) Sucesos Independientes (événements indépendants): Cuando v = 0 (por

tanto no hay factor de contagio)

(b) Contagio Débil (faible contagion): Cuando v tiende a cero pero de forma

que el producto nvy tiende a una constante a cuando n tiende a infinito.

(c) Contagio Fuerte (forte contagion): Cuando v es una constante estricta-

mente mayor que cero. En este caso ny tendera a infinito con n.

Se distinguen dos modelos principales que se derivan del Modelo de Urna de
Pélya, y que se obtienen por la simplificacién de alguno de los pardmetros (a, b, ¢, n),

de la siguiente forma:

2.4.1. Modelo Con Reemplazamiento

Se trata del caso en el que el parametro ¢ toma el calor cero. Es decir, no hay
Factor de Contagio (v = 0) y cada bola extraida se devuelve a la urna junto con

ninguna otra bola del mismo color. El esquema, siguiendo la notacién usada es:
(a,b,0,0,n).

La composicién de la urna no va a cambiar a lo largo de las n extracciones. El
parametro p va a permanecer, por tanto, constante durante el proceso, siendo su

valor siempre:
a
p = —

N
La probabilidad de obtener una bola blanca no varia, proporcionando extracciones
independientes.
En relacion con la clasificacion clasica, se trataria del caso de Sucesos Usuales
por la constancia de p, y del caso de Sucesos Independientes, ya que el Factor de

Contagio siempre es cero.
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En general puede considerarse que cuando el pardmetro ¢ toma un valor mayor
o igual que cero, siempre se anaden bolas a la urna, convirtiéndose en un Modelo
Con Reemplazamiento.

En términos del Factor de Contagio, se diria que cuando su valor fuera mayor o
igual que cero, se estaria tratando de un Modelo Con Reemplazamiento.

Si se estudia este modelo a partir del modelo Inverso, se llega a:
[a7 b7 17 07 k]7

tratandose de un Modelo Con Reemplazamiento.

Algunos tipos especiales de Modelos Con Reemplazamiento, que se obtienen
segun el valor que toma el parametro ¢, son los siguientes:
(1) e=1:
En este caso el modelo obtenido tendra la forma:
(a,b,1,0,n),

es decir, siempre que se extrae una bola se reemplaza junto con otra bola del

mismo color. El Factor de Contagio valdra:
1

Y= N7
que es una cantidad positiva.
(2) c=a=0b:
En este caso el modelo obtenido tendré la formas:

(c,c,c,0,n).
La urna constara inicialmente con el mismo niimero de bolas blancas y negras,
¢, (el nimero total de bolas serd N = 2¢), y en este caso la probabilidad de
extraer una bola blanca coincide con el Factor de Contagio (también positivo):

p=-=7
C
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2.4.2. Modelo Sin Reemplazamiento

Se trata del caso en el que el parametro ¢ toma el valor —1, es decir, las bolas
extraidas no son devueltas a la urna (o se devuelven a la urna junto con —1 bola

del mismo color). El esquema, siguiendo la notacién utilizada, serfa el siguiente:
(CL, b7 _17 O? n)

La composiciéon de la urna va a cambiar durante el proceso, quedando cada vez
menos bolas en su interior. El Factor de Contagio serd, por tanto, negativo e igual
a:

—1
Y= N

N
En general, piede considerarse que cuando el valor del parametro ¢ es estrictamente
negativo, la urna va perdiendo bolas que no se reemplazan, originando un Modelo
Sin Reemplazamiento.
En términos del Factor de Contagio, se dirfa que cuando su valor fuera menor
que cero, se estaria tratando de un Modelo Sin Reemplazamiento.

Si se estudia a partir del modelo Inverso, se llega a:
[CL, ba _]-7 07 k]?

tratandose también de un Modelo Sin Reemplazamiento.

2.5. Otros modelos de urnas relacionados. Apli-

caciones

A partir del modelo de urna de Bernard Friedman expuesto al inicio de este
capitulo, y siguiendo la notacion utilizada hasta ahora, se han podido referir otros

modelos de urna con distintas aplicaciones que se presentan a continuacién.
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2.5.1. Modelo de Campana de Seguridad

Propuesto por el mismo Friedman como un caso particular de su modelo y rela-
cionandolo con el ejemplo de los accidentes de Feller. El nombre se debe al plantea-
miento de que una campana de seguridad es impulsada cuando ocurre un accidente
(se extrae una bola negra); mientras que si no ocurre ningin accidente la campana

de seguridad afloja y la probabilidad de un accidente se incrementa.

En el modelo de urna de Friedman este hecho se traduce en que al obtener una
bola (negra si hay un accidente o blanca si no lo hay), la probabilidad de que ocurra lo
contrario aumenta (si ha ocurrido un accidente se impulsa la campana de seguridad
y cuando no ocurre se relaja), es decir, se incrementa el valor del pardmetro d. La

forma del modelo es la siguiente:
(a7 b? 07 d’ n)’

con la restriccion de que el parametro d toma siempre valores estrictamente positivos.

Un caso particular de este modelo, cuando d = 1, ha sido estudiado por Freedman
(1965). Este modelo:

(a7 b7 07 17 n)7

tiene para ¢l un tratamiento tedrico ya que el objeto de su trabajo es estudiar el

C J—
comportamiento del cociente mwt que toma el valor —1 en este caso.
c

2.5.2. Modelo de Ehrenfest

También llamado Modelo de Intercambio de Calor entre dos cuerpos aislados,
debido al origen del problema planteado por los fisicos Ehrenfest y Ehrenfest (1907).
Considera una urna con bolas blancas y negras. En cada extraccién se reemplaza

la bola obtenida por una bola del color opuesto. En este caso los pardametros del
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modelo general toman los valores:

(a,b,—1,1,n)

2.5.3. Modelo de Naor

Se trata de un modelo que se construye a partir del Modelo Inverso. Naor (1956)
planteé el siguiente modelo de urnas: Considera una urna con N bolas de las que
una es negra (roja en el articulo original) (b = 1), y el resto blancas (a = N — 1).
La sustitucion de una bola blanca (cuando es extraida) por una bola negra continia
hasta que se extrae una bola negra. Naor estudia la variable, nimero de extracciones
requeridas. Después de N — 1 extracciones la urna contiene sélamente bolas negras,

no siendo necesarias mas extracciones.

Consiste en un modelo donde se penaliza la extraccién de una bola blanca (usual-

mente considerado éxito), y viene dado a partir del esquema:

[N —1,1,—1,1,k

2.6. Modelo de urnas generalizado

Bagchi y Pal (1985) presetan un modelo de urnas més general con una notacién
adaptada al desarrollo computacional de arboles. Gouet (1989) hace uso de este

modelo y de la notacién para sus estudios de convergencia.

Se considera una urna con la composicion inicial utilizada hasta ahora de N
bolas, M de las cuales son blancas. El experiemento consiste en extraer una bola
y si resulta ser blanca, se devuelve a la urna junto con « bolas blancas y (§ bolas
negras. Si la bola extraida resulta ser negra, se devuelve a la urna junto con v bolas
blancas y § bolas negras. La variable aleatoria de interés es el numero de bolas

blancas que hay en la urna después de n extracciones.
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La notacién que se utiliza para representar el proceso es la siguiente:
a f
A=
v o
Se hacen las siguientes suposiciones sobre los pardametros:

(1) a+p=v+d=52>1

Es decir, se anade el mismo nimero de bolas en la urna en cada etapa. De esta

forma, tras la n-ésima extraccién en la urna habra N + ns bolas.
(2) M>1
(3) a#vy
(4) 6>0;7>0

(5) Si a < 0, entonces « divide a vy a M. Si 6 < 0, entonces § divide a 5y a
N — M.

A partir de este modelo se obtienen otros casos particulares entre los que desta-

can:

(a) Cuando =60 =s# 0y 3 = =0, se tiene el esquema de urna de Pélya. En

este caso se verifica que el parametro ¢ = s. La notacién es:

= (5)

(b) Cuando a =3 #0y = =0, se tiene el esquema de urna de Friedman. Los

parametros correspondientes vendrian dados pora =d =cy =7 =4d. La

= (0)

notacién correspondiente es:
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(c) Cuando a =6 = —1y =~ =1, se tiene el modelo de Ehrenfest.

(d) Cuandoa =~ =0y d = —f > 0, se tiene un modelo construido por Woodbury
(1949), donde plantea que la extraccion de una bola blanca (no infectada) no
tiene efecto en la composicion de la urna, pero que la extraccion de una bola
negra (infectada), provoca que ¢ bolas no infectadas se infecten. Es un caso en
que el namero de bolas de la urna permanece constante, y a largo plazo todas

las bolas serédn negras.

(e) Cuandoaw =0 = —1y = = s, se tiene un modelo contruido por Wei (1976)
para determinar una asignacién secuencial de tratamientos en una prueba

clinica.

2.7. Un nuevo modelo de urnas

En forma de un nuevo modelo de urnas, Janardan y Schaeffer (1977) presentaron
un esquema consistente en tres urnas, Uy, Us y Us. La urna U; contiene a bolas
blancas (verdes en el trabajo original), la urna Uz contiene b bolas negras (rojas
en el trabajo original), y la urna U, contiene a bolas blancas y b bolas negras. Se
determinan dos enteros positivos N y t y un entero ¢ de tal forma que verifiquen
que

min{a, b} + Nt + Nc > 0.

A continuacién se elige un nimero entero k, 0 < k < N. Se realiza una extraccién
de la urna U,, después una extraccion de la urna U; o de Us, segin el resultado de
la extraccién anterior, y por ultimo N extracciones méas de U, bajo las siguientes

condiciones:
(1) Se extrae una bola de Us, y se devuelve a la urna después de anotar su color.

(2) Se anaden kt bolas negras a Uy, (N — k)t bolas blancas a Us y kt bolas blancas
junto con (N — k)t bolas negras a U,.
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(3) Sila bola que se extrajo de Us era negra, se extrae una de U;. Si ésta también

es negra, no se realizan mas extracciones y no hay posibilidad de éxito.

(4) Sila bola que se extrajo de U, era blanca, se extrae una de Us. Si ésta también

es blanca, no se realizan mas extracciones y no hay posibilidad de éxito.

(5) Si la bola que se extrajo de Us era negra y la que se extrajo de U; era blanca,
o si la bola que se extrajo de U, era blanca y la que se extrajo de Us era
negra, entonces se realizan N extracciones de U, con reemplazamiento, como

se especifica en (6).

(6) Después de cada extraccion de U la bola extraida se reemplaza junto con ¢
bolas mas del mismo color. Antes de la siguiente extraccién, las bolas de la
urna U, se mezclan. Se considera éxito cuando exactamente k de estas IV bolas

son blancas.

En el caso particular en que t = 0, se tiene la misma situacion que en el modelo de

urna de Pélya.

2.8. Una extension de los modelos de urnas

El modelo de urna de Bernard Friedman puede extenderse al caso de N bolas de

m + 1 colores distintos, de tal forma que hay M; bolas del color i (i =1,2,...,m) y
M
N — Z M, bolas del (m + 1)-ésimo color.
i=1
Si se extrae una bola del color 7, esa bola junto con ¢ mas del mismo color y d

bolas de cada uno de los m colores restantes se devuelven a la urna.

De esta manera se consigue un modelo mas amplio que se va a notar con la
siguiente estructura:
(N, My, My, ...; My, c,d,n),
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cuando la condicién de parada es realizar un total de n extracciones, es decir, en el

caso del modelo directo.

Por otra parte, si se plantea el modelo inverso, es decir se establece como procedi-
miento de parada el obtener una configuracién de colores determinada que esté for-
mada por k; bolas del primer color, ks bolas del segundo, y asi sucesivamente, se
habria obtenido un modelo anédlogo al presentado como modelo inverso. La notacion

serfa:
[Mla M27 ceey Mm7ca du kl; k27 sy km]

o, simplificada:
[Na M17 M27 sy Mmu C, d7 k]

donde k representa el vector (ki, ko, ..., k).

Estos modelos, si se considera el parametro d = 0, proporcionan los Modelos de
Urnas Multivariantes de Pélya Directo e Inverso, respectivamente, para los distintos
valores del pardametro c. Este modelo, en esta versiéon multivariante, fue propuesto
por Steyn (1951).

Los valores que tome el pardmetro ¢, para d = 0, van a determinar si el modelo
es con o sin reemplazamiento del mismo modo que se ha visto en apartado anteriores
(c>06c¢<0).

2.9. Esquema-resumen

El siguiente esquema-resumen presenta los modelos planteados. Los casos espe-
ciales daran lugar a distribuciones de probabilidad que se desarrollaran en el capitulo
3.

(1) (a,b,c,d,n): Modelo de Urna de Bernard Friedman
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(a) Sid=0:
(a,b,¢,0,n) : Modelo de Urna de Pdlya
(a,b,c >0,0,n) : Modelo Con Reemplazamiento
(a,b,0,0,n) : Caso especial
(a,b,1,0,n) : Caso especial
(a=c,b=rc,c,0,n): Caso especial
(a,b,c < 0,0,n) : Modelo Sin Reemplazamiento
(a,b,—1,0,n) : Caso especial
(b) Sic=0:
(a,b,0,d,n) : Modelo de Campana de Seguridad
(a,b,0,1,n) : Modelo tedrico de Freedman
(c) Sic#0;d#0:
(a,b,—1,1,n) : Modelo de Ehrenfest

(2) [a,b,c,d, k] : Modelo Inverso

(a) Sid=0:
la,b,¢,0,k] : Modelo de Urna de Pdlya Inverso
la,b,c > 0,0, k] : Modelo Con Reemplazamiento
[a,b,0,0, k] : Caso especial
la,b,c < 0,0, k] : Modelo Sin Reemplazamiento
[a,b,—1,0, k] : Caso especial
(b) Sic#0;d#0:
[N —1,1,—1,1,k] : Modelo de Naor

(3) (My, Ms, ..., M,,,c,d,n): Modelo Discreto Multivariante

(a) Sid=0:

33
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(My, My, ..., M,,,c > 0,0,n) : Modelo Con Reemplazamiento
(M, Ma, ..., M, 0,0,7) :
(My, My, ..., M,,,1,0,n) : Caso especial

(My, My, ..., M,,,c < 0,0,n) : Modelo Sin Reemplazamiento
(My, My, ..., M,,,—1,0,n) : Caso especial

Caso especial

(4) [My, My, ..., My, c,d, k] : Modelo Inverso Multivariante

(a) Sid=0:
[My, My, ..., My, c > 0,0, k] : Modelo Con Reemplazamiento
[My, Ms, ..., M,,,0,0, k] :
[My, My, ..., M,,,1,0, k] : Caso especial
[My, My, ..., M,,,c < 0,0, k] : Modelo Sin Reemplazamiento
[My, My, ..., M,,,—1,0, k] : Caso especial

Caso especial
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