Capitulo 3

La Familia de Distribuciones de

Poélya

3.1. La distribucién de Pdlya

En este capitulo se va a partir del esquema de urna de Pdlya expuesto en el
capitulo anterior. Con el fin de distinguir los aspectos referentes a la distribucién de
Pélya, de los ya comentados en los modelos de urnas, y para utilizar una notacién
que ha sido cominmente aceptada en la literatura al respecto, se va a plantear el
esquema de urna que da origen a la distribucion de Pdélya de la manera que se

muestra a continuacion:

Consideremos que una urna finita contiene inicialmente M bolas blancasy N —M

bolas negras (o alternativamente, pN bolas blancas y ¢N bolas negras, siendo N el

M
total de bolas de la urna, p = N y ¢ = 1 — p). Se extrae una bola, se anota su
color y se introduce de nuevo en la urna junto a ¢ bolas més del mismo color que

la extraida. El procedimiento se repite n veces. La probabilidad de extraer k bolas
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blancas en las n extracciones es

donde A AL B 1
— _|_ —
= (-1)%
(5) (")
La forma habitual de expresar esta probabilidad, y a la que se hard referencia

en las paginas siguientes es:

n M(k,c) N —M (n—k,c)

Para llegar a esa expresion se parte de la probabilidad de extraer una bola blan-

ca en la primera extraccién, P[b;] = —. La probabilidad de obtener una bola

blanca en la primera extraccién, y también bola blanca en la segunda extraccién

M M M
serd Plby, bg] = NN j__z N —1—':@6 Del mismo modo, la probabilidad de conseguir
tres bolas blancas en las tres primeras extracciones, vendra dada por:

M M+c M4+2c
N N+c¢ N+2¢

P[bla b27 b3] =

Y en general, k£ bolas blancas en las k primeras extracciones:

M M+2c M+ (k—1)c M®*9
N N+4+2 N+(k—1)c N®&’

P[blab27b37 cee 7bk]

La probabilidad de que ocurra ésto y ademas en las n — k extracciones restantes se

obtengan bolas negras, sera:

P[bl, bg, b3, e ,bk, Nk4+1, N2, Mgt3, - - - ,nn] =

M%) N—-M N-M+c N—M+n—k—1)c MEIN-IMOEI
T N®O) N4ke N+ (k+1)+c N+ (n—1)c - N@o
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Como esta probabilidad es la misma sea cual fuera el orden de los colores ex-

n
traidos, basta multiplicar esta expresion por ( ) para obtener la expresion referida.

k

Bosch(1963) presenta siete formas distintas de expresar esta misma probabili-
dad. A continuacion se recogen dos de ellas, donde la expresion de la funcion de
probabilidad de la distribucién de Pélya esta en términos de las funciones Gamma

y Beta respectivamente, siempre tomando ¢ # 0:

(

b TE T (E )

o\ BE M k)
== (1) ey

El parametro ¢ puede tomar valores negativos, pero de ser asi debe verificar la
condicién N + ¢(n — 1) > 1. Ademas, en este caso, si queremos que el proceso

finalice sin dificultad deben ser M y N — M divisibles por ¢, y

i N-—-M i —M
max | 0,n + <k<min|n, —
c c

La distribucion de Pélya puede definirse, tal como ya se ha planteado, en funcion

de los cuatro parametros N, M, n y ¢, que determinan el proceso. El parametro M
puede sustituirse por p, ya que ambos parametros proporcionan la misma informa-

cién.

En funcién de los valores que reciba el pardmetro ¢, Pélya(1954) interpreté los

siguientes casos particulares:

(1) ¢ > 0: Interpreta que el éxito y el fracaso son contagiosos en el sentido de
que un éxito o un fracaso aumenta la probabilidad de éxito o de fracaso,

respectivamente.
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(2) ¢ = 0: Entonces los sucesos son independientes.

(3) ¢ < 0: Interpreta que cada extraccién va a originar un revés de la fortuna, en
el sentido en que el éxito disminuye a su vez la probabilidad de obtener un
nuevo éxito (del mismo modo el fracaso disminuye también la probabilidad de

un nuevo fracaso).

En funcién de los valores particulares de los parametros, se obtienen distribuciones

notables como casos particulares de la distribucién de Pdlya. Asi,
(1) ¢ = —1: Distribucién hipergeométrica.
(2) ¢ = 0: Distribucién binomial.
(3) ¢ = 1: Distribucién beta binomial o hipergeométrica negativa.

(4) ¢ =M = N — M: Distribucién uniforme discreta.

3.2. Distribucion inversa de Pdlya

También puede realizarse el planteamiento que se ha llamado Inverso, si en lugar
de repetir el proceso n veces se establece la regla de parar después de haber obtenido
k bolas blancas. De esta forma, en lugar de considerar la probabilidad de obtener &
bolas blancas en n extracciones, se consideran cudntas extracciones son necesarias
para obtener k bolas blancas. La probabilidad de que se necesiten k+r extracciones,
viene indicada por la distribucion Inversa de Pdélya. La probabilidad de que sean

necesarias r extracciones para obtener k£ bolas blancas viene dada por:

w2 ())0)

Con mas frecuencia se utiliza la siguiente expresion:

ktr—1\ ME(N — M)eo
) N (k+r.c)

P[X =k] = .
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La distribucién Inversa de Polya puede definirse como funcion de los pardmetros

N, M, k y ¢, que determinan el proceso. En este caso, como en el anterior, puede
M

sustituirse el pardmetro M por el parametro p = N
En funcién de los valores particulares de los parametros se obtienen distribuciones
notables como casos particulares de la distribucion inversa de Pélya. Asi, tenemos

que:
(1) ¢ = —1: Distribucién beta binomial o hipergeométrica negativa
(2) ¢ =0 : Distribucién binomial negativa
(3) ¢=1: Distribucién beta Pascal

(4) ¢=1; M = 1: Distribucién geométrica

3.3. La distribucion de Markov-Pélya generaliza-
da

A partir del modelo de urnas que desarrollan Janardan y Schaeffer(1977), se
deriva la distribuciéon de Markov-Pélya generalizada. El nombre se debe a Janardan
y Schaeffer que reivindican la autoria de la conocida como distribuciéon de Pdélya, a
Markov.

Utilizando la misma notacién dada a los parametros en el modelo de urna de
referencia, la funciéon de masa de probabilidad de la distribucion de Markov-Pdlya
generalizada es:

—_a_ . (a -+ kt)(kvc)

b (b (N = k) Nk
PIX - 4] - B e (0+ (V= )

—atbe - (a+ b+ Nt)™Vo)
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Casos especiales de la distribucién de Markov-Poélya generalizada son:
(1) ¢ = —1: Distribucién mixtura cuasi-hipergeométrica
t = 0: Distribucion hipergeométrica
t = 1: Distribucién hipergeométrica negativa
(2) ¢ = 0: Distribucién mixtura cuasi-binomial
t = 0: Distribucién binomial
(3) ¢ = 1: Distribucién mixtura cuasi-hipergeométrica negativa

t = 0: Distribucién hipergeométrica negativa

3.4. Momentos

3.4.1. Distribucion de Pélya

Parece interesante hacer mencién a la existencia de las llamadas Distribuciones
Hipergeométricas Refundidas Generalizadas, GHRD, que presentan funcion genera-

triz de probabilidad de la forma:

oyl Az + €]
oyl + €]

Cuando € = 0 se obtienen como caso particular las Distribuciones Hipergeométri-
cas Generalizadas, GHPD), grupo al que pertenece la distribucién de Pdlya.

El primero en realizar un estudio acerca de los momentos correspondientes a la
distribucién de Pdlya, fue Jordan(1927). El procedimiento que se expone a conti-
nuacién se basa en la caracterizacién dada de la distribucion de Pdlya dentro de las

distribuciones hipergeométricas generalizadas.
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El r-ésimo momento factorial de la distribucion de Pdlya, se obtiene de la parti-

cularizacion de la forma general del mismo correspondiente a las distribuciones de
GHPD,
, nt (9! (= —n)!
O = (FE =)

Para las distribuciones de Pdlya estos momentos existen siempre, y toman el valor

cero cuando r > n. Ademads, son finitos para todo r.

A partir de esta expresion se obtienen la esperanza y la varianza de la distribucién
de Polya:

B ' ~_npq(N +nc)
EX]=np; Var[X] = s = W

Del mismo modo, se tiene que el momento de orden 3 es:

p2(q — p)(N + 2nc)
(N +2c)

M3 =

Bosch(1963) también obtiene estos momentos sin utilizar la propiedad de las distri-

buciones hipergeométricas generalizadas.

3.4.2. Distribucion Inversa de Pdélya

Patil y Joshi(1968) recogen los momentos media y varianza de la distribucién

inversa de Pdlya:
kqN

(pN —c)’
no existiendo la esperanza para otros valores de M.

vl = (B5=2) (ir=5) (s )

La varianza tiene sentido cuando M > 2¢, y no existe para otros valores.

ElX]|= si M >c,
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3.5. Funcién generatriz de probabilidad

3.5.1. Distribucion de Pdlya

La funcion generatriz de probabilidad de la distribucién de Pélya se obtiene a
partir de la forma general para las distribuciones GH P D, realizando la adecuada

particularizacion de los parametros:

2 F (—n, %; -n+1- (N;CM)JJ>

2 I (—n, Mn+1- (N;M); 1)

G(z) =

Ollero y Ramos (1995), tomando como base la inclusién de la distribucién de
Polya en el sistema de Pearson discreto, establecen, como se verd en el siguiente
capitulo, la siguiente expresion de la funcién generatriz de probabilidad en el caso

en que ¢ < 0:

M N-M -1
G(z):pm-zm-QFl(—n+m,—+m;— + e )+2m;z)
c c

donde el soporte de la variable viene dado por {m,m + 1,...,s} y p, es el valor de

la funcién de masa de probabilidad en el entero menor m.

El interés de esta tultima expresion radica en que se contempla el caso en que
el soporte no sea completo, es decir m > 0. Por otra parte, en el trabajo antes
citado, Ollero y Ramos obtienen asimismo la expresién de la funcién generatriz de
probabilidad para las distribuciones de cierta familia, que ellos llaman Py, a la que

nos referiremos en el capitulo 4.

Patil y Joshi (1968), indican el valor de la funcién generatriz de probabilidad en
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los siguientes términos:

—qN (n) B
G(Z> = ((_CN)_)(n) -9 Fy (—n,ﬂ; N —n+ 1;2),

C

Acerca de las raices de la funcién generatriz de probabilidad de la distribucién

de Pélya, Ollero y Ramos (1995) probaron el siguiente resultado

Teorema 3.1 Si G,(z) es la funcion generatriz de probabilidad de una distribucion
de Pdlya P(N,M,n,c), con c <0 yrango {m,m +1,...,s}, entonces G,(z) tiene s
raices reales, de las cuales s —m son simples negativas y las restantes son la raiz

z =0, con orden de multiplicidad m.

3.5.2. Distribucion Inversa de Pdélya

Patil y Joshi (1968) dan la siguiente expresién para la funcién generatriz de
probabilidad de la Distribucion Inversa de Podlya:

3.6. Caracterizacion de la distribucién de Pdlya

Janardan(1984) obtiene la siguiente caracterizacién de la distribucién de Pdlya
P(N,M,n,c) basada en su comportamiento frente a mixturas respecto del pardme-

tro n cuando este pardmetro sigue una distribucién binomial negativa.

Teorema 3.2 Consideremos la familia de distribuciones f(k;n) indexadas por el
pardmetro n : 0,1,2,. .., definida cada una sobre un subconjunto de {0,1,...,n}, e
independientes de q. Si n sigue una distribucion binomial negativa, BN (n; N/c,q),

entonces la miztura resultante con f(j;n) es una distribucion binomial negativa
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BN(k;M/e,q), siy sélo sila familia de distribuciones f(k;n) es la familia de dis-
tribuciones de Pdlya P(N, M, n,c).

Recordemos que dada una familia de distribuciones Fj(xq, s, ..., 2,), con j =
oo
...,—1,0,1,2,..., y una sucesiéon de pardmetros a; tales que E a; =1, con a; >
j==o0

0, Vy, se llama composicion o miztura de Fj respecto de a; a la distribucién obtenida

CcO1mo

(o.¢]
F(xy,29,...,2,) = Zaij(£1,x2, cey D)
—00
A partir del teorema anterior, Janardan (1984) obtuvo el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1 Las variables aleatorias independientes X e Y siguen distribucio-
nes BN (x; M/c,q) y BN (y; (N—M)/c,q) respectivamente si y sdlo si la distribucion
condicionada de X dado X +Y = n sigue una distribucion de Pdlya P(N, M,n,c).

Ramos y Ollero (1989) obtuvieron caracterizaciones de la distribucién hiper-
geométrica basadas en su comportamiento frente a mixturas con otras distribuciones.
Una de las mixturas estudiadas fue con la distribucion de Pélya, derivandose de ella

el siguiente teorema de caracterizacion.

Teorema 3.3 Sea {Fy}, M =0,1,..., N, una familia de funciones de distribucion
que asignan probabilidades no nulas solo a los enteros 0,1, ...,n. Condicion necesaria
y suficiente para que esta familia sea la formada por la familia de distribuciones

hipergeométricas H(N, M,n), es que se verifique:

(1) Su composicion cuando M sigue una distribucion de Pdlya P(N', M', N, c) es
la distribucion de Polya P(N', M’ n,c).

(2) Las distribuciones Fy no dependen del valor de N'.
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3.7. Distribucién de Pdlya multivariante

A partir de las extensiones de los modelos de urna que se desarrollaron, puede
obtenerse la distribuciéon multivariante de Polya. Esta distribucién fue desarrollada
por Steyn (1951) como perteneciente a una familia de distribuciones multivarianes

discretas que él mismo definié.

En este caso, a partir del esquema de urna
<N> MlaMQa EIC) Mm>ca dan)a

se plantea buscar la probabilidad de obtener una configuracién de colores: K =

(K1, Ky, ..., K,,) en n extracciones.

La funcién de probabilidad de la distribuciéon multivariante de Pdlya viene dada

por

—-N
c
n
M; =
donde p; = WZ’ y por tanto p,1 =1 — E ;.

1=1
Cuando m vale 1 esta distribucién se reduce a la distribucién de Pdlya.

En el trabajo de Patil y Joshi (1968) presentan los principales momentos corres-

pondientes a la distribucién multivariante de Pdlya.
Vector de medias p; = np;

Matriz de covarianzas
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o) () ()i
Tl (R)(R)(GE)s i
Asimismo se recoge en el citado trabajo la correspondiente funciéon generatriz de

probabilidad cuyo valor es

(Pm-glN +n— 1) ()
A

G(z1,22, oy 2Zm) =
(1 2 ) <%+n_1)(n)

siendo
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