Capitulo 4

Modificaciones sobre el Sistema de

Pearson

4.1. Introduccion

Pearson (1895) observé que para la distribucién hipergeométrica se verificaba la
siguiente ecuacion en diferencias, lineal, de primer orden y homogénea:
a—1
i 4.1
bo + byi + byi(i — 1) D! (41)

donde p; = p[X = i]; X es la variable hipergeométrica; Ap;,_1 = p; — pi_1; a,

Api—1 =

by, by v by son pardametros; y los valores de ¢ para los que p; # 0, son enteros no
negativos consecutivos que diremos constituyen el conjunto soporte 7' = {m,m +
ILm+2,..,M},m>0.

Pearson no profundizé en el estudio de la ecuacién (4.1), y parece que solo la
uso para, mediante paso al limite, obtener la ecuacién diferencial que define el sis-
tema de Pearson de distribuciones continuas.

Carver (1919) sin embargo, si que consigui6 ciertos resultados para el suavizado
de datos actuariales, y en 1923 obtuvo expresiones para los parametros en funcién

de los momentos, a partir de (4.1).
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Un estudio del caso especial by= by= 0, by # 0 ha sido realizado por Katz (1945,
1946, 1948, 1965).

Ord (1967a, 1967b, 1972) estudié distribuciones que verifican (4.1) y realizé una
interesante clasificacion de las mismas. Nosotros hemos elaborado la tabla 2.4 en la
que se especifican los valores de los diferentes parametros utilizados por Ord en su
clasificacion.

Bowman, Shenton y Kastenbaum (1991) generalizan la familia de Ord.

Herrerfas (1976) amplié6 la ecuacién (4.1) de la forma siguiente:

ag + a1t + agi(i — 1)
bo + b1i + boi(i — 1) + bsi(i — 1) (i — 2)

Apiy = “Pi-1 (4.2)

Ollero y Ramos (1995) imponen ciertas condiciones a verificar por las distri-
buciones soluciones de (4.1) y caracterizan una subfamilia a la que pertenece la
distribucion de Poélya, y la hipergeométrica como caso particular suyo. Calculan la
funcién generatriz de probabilidad de las distribuciones de dicha familia, y demues-

tran que pueden interpretarse como distribuciones binomiales generalizadas.

4.2. Familia de distribuciones de Katz

A la ecuacion (4.1) Katz impuso las restriciones by= by= 0, b; # 0, obteniéndose:

a—1

Api—l = "Di-1,1 = 172)3)
bll
o bien:
a—1 + bll
bi = b— s Pi—-1
1?

Di—1 bii

efectuando una traslacion se tiene:

Di a—i—i—bﬂ
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pisr  a—(i+1)+b(i+1)

= . ,10=0,1,2, ...
Di b1(l+1)
by — 1 by — 1
y si llamamos o = Hb—l, 6= ! b podemos escribir:
1 1
Pir O+ Bl oo (4.3)
Di 1+

A la familia de distribuciones generadas por (4.3) se le conoce con el nombre de
familia de distribuciones de Katz o K-familia.
Debe observarse que:
(1) Sii =0, entonces a = b 0, (va que si p; = 0, se obtendria una distribucién

Do
degenerada con py =1 ).

(2) Si notamos por g} al momento ordinario o respecto al origen de orden 1, es
decir a la esperanza de la distribucién, podemos escribir la igualdad (4.3) como
(i+ 1) piv1 = (a+ Bi) - p;. Si desarrollamos para los diferentes valores de i y

sumamos miembro a miembro, se tiene que:

«

1-p

g =B =a =gl =
y, como y > 0, debe verificarse que g < 1.

(3) Si o+ fn < 0, debe entenderse que p,,+; = 0, para todo j > 0.

Teorema 4.1 La f.g.p. de las distribuciones pertenecientes a la K-familia para las
que 3 # 0 es:

(1= p5z =5 B 2F1(%71;1;52)
Gla) = ( 1—6) LR35, L1:)

Demostracion:
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o4
o+ fi _ %—H’ B %+i %—H’—l B
Piv1 = 141 pz—ﬁ 144 pz—ﬁ 141 i Pi—1 =
A a | (%)
—...=(3.8 .3.8 B B, = gt ML
Sy i Bi =0 L+a) 7
parat=20,1,2,..., y po tal que Zpi =1
=0
Por tanto,
o
G(2) =po -2 Fl(@ 1;1; 82)
1
O

con pg = ——, yaque G(1) = 1.
P RE LLe) 0

Pertenecen a la K-familia las siguientes distribuciones:

1. Binomial, p; = () p'.¢" ", conp+qg=1,p>0,¢>0,i=0,1,2,...,n
pis1  p-(n—1) T gl

i=0,1,2,...n
Di q.(1+1) 1+

—_ s

Es decir a = @,ﬂ P < 0, o de forma equivalente n = —g,p = i
q q g G-1

G(z) = (g +p2)"

i

A
2. Poisson, p; = e - —,conA>0,i=0,1,2 ..
i

i A
Pt _ i=0,1,2,..

= - s

Di 1+1

Es decir a = A\, 8 = 0.

Y 1—ﬁZ 7%_ Az—-1)
60 =tm (75) =
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k+i—1
7

3. Binomial negativa, p; = ( )-pk-qi, conpt+q=1p>0,¢>0,0=0,1,2,...:

Pit1 _ kq+ q

: ,1=0,1,2,...
Di 1+ 1

Es decir a = kq, 8 = g. Obsérvese que por ser p y ¢ positivos y verificando que

p+ q = 1, se concluye que 0 < 8 < 1. De forma equivalente puede también
Q@

escribirse que k = —,p=1— (.

g
0= (55)

4.2.1. DModificaciones a la ley de recurrencia generatriz de

la familia de Katz

Diversas modificaciones a la ley de recurrencia (4.3) que genera la K-familia, han

sido realizadas por diferentes autores obteniéndose las siguientes familias:

(1) EK-familia o Familia de Katz generalizada (Gurland and Tripathi, 1975,
1977):

T

)

Di vt

Teorema 4.2 La f.g.p. de las distribuciones pertenecientes a la EK-familia

para las que 3 # 0 es:
2F1(5, 1573 8z)

G(z) =
=) 211(5, 173 8)
Demostracion:
a+ Bi Q49 L4y 2 4+i—1
Dit1 = 'Pi=5"6 'PiZﬂ'ﬂ '5'ﬂ Pi—1

v+ v+ v+i U oy4i—1
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=...=8.5_.3. 2 _...3.8 p,=ptt. 2L

v+Hi o y+i—1 g (V)i

parai:0,1,2,...,ypotalqueZpizl.
i=0
Por tanto,
Q@
G(2) =po -2 Fl(B, L;7; Bz)

! G) =1 0

con py = ——a———, ya que =1
2F1(5,1;7: )

CB-familia o Distribucién hiper-Poisson (Bardwell and Crow, 1964, 1965).

Si # — 0 en la EK-familia, se obtiene:

P @ 01,2, ...

)

pi vt

Teorema 4.3 La f.g.p. de las distribuciones pertenecientes a la CB-familia

€s’

G(Z) — 1 1( 777 Oéz)
1Fi(L; ;)
Demostracién:
o« o« «Q B
Pi+1 ’Y‘i‘i Di ’Y+i ’7+i—1 DPi—1
a « « aitl
— . — - - —— s — - pO — . po
y+i y+i—-1 v (V)i
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parat=0,1,2,..., y po tal que Zpi =1.
i=0
Por tanto,

G(z) = po 1 Fi(1;7; az)
1
con pg = ——, yaque G(1) = 1. O
W= F T ray e W
(3) ECB-familia o CB-familia generalizada (Gurland and Tripathi, 1975,

1977, 1979):

P _ ool G

pi (L+a)(y+1d)

Teorema 4.4 La f.g.p. de las distribuciones pertenecientes a la ECB-familia

es: P
G(Z _ 1 1(/)77’&2)
1Fi(p; ;)
Demostracion:
pg = M) pFi o pFimL
T A+ )y +i) T (1 +a)(y +1) i(y+i—1) 7!

Y2 N s eSS UONI SR 2= SO () L2 S,
(144)(y+1) i(y+i—1) vy

parat=20,1,2, ..., vy po tal que g p; = 1.
i=0
Por tanto,

G(2) = po 1 Fi(p;; az)
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1

—  vaque G(1)=1. O
Fi(piyia) T @

con po =

(4) Familia de Sundt-Jewell (Sundt and Jewell, 1981 y Willmot, 1988):

j b+ ai
Pist GO HA 193
i 1412

(coincide con la relacién de recurrencia de la K-familia, excepto en que se

excluye el caso i = 0)

Teorema 4.5 La f.g.p. de las distribuciones pertenecientes a la familia de
Sundt-Jewell para las que a #0 ya+b # 0 es:

z) = ! . —az -(3+1)
6e) = ey [0 e 1

Demostracién:
~a+btai  a+tbtai at+b+tali—1) B
Div1 = 1+i Di = 1+i i Pi—1 =
_a+b+az’ b+ ar b+ 2a B
1+i ;T Ty R
i1 b4 by o (B+2), |
= 1—|—@ : 5 a -pp = (Z—i—l)' a -p1

[ee]
parat=1,2,3,..., v p tal que Zp,- =1.

i=1

Podemos escribir p;;; como
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b b
(2+2). 1 G+Da
] = —2 Lqt- = . a. gt =
P =y O T vy iy !
= G(z) = b 1 Fy b NI P ——
a+b a 7 a+b

y como 1 Fy(a; —;2) = (1 — 2)~* (Johnson, Kotz & Kemp, 1992, p.24),

G(z) = 2. [(1 e G 1]

a+b
Por dltimo, ya que G(1) =1=1 = aﬁi . [(1 - a)_(gﬂ) - 1} =
1 —(2+1
= G(z) = a —a)_(éH) - . [(1 —az) (2+1) _ 1}

4.3. Familia de Ord

Ord estudia las distribuciones que son solucién de (4.1), realizando una clasifi-

cacién de ellas. Observa que la ecuacién (4.1) es equivalente a

a—1
(a4 bo) +i(by — 1) + bai(i — 1

Api_q = ) " Pi (44)

y también a
_bai? +i(by — by — 1) + (a + by)
P 2 by —by) + by T
Las unicas restricciones que deben verificar los parametros, a, by, by v ba, es que
boi® + i(by — by — 1) + (a+ bo)
bai? +i(by — by) + bo

(4.5)

deben ser reales y satisfacer > ( para todo valor de
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1 perteneciente al conjunto soporte si éste es infinito y parai=m+1,m+2,.... M
si es finito, ya que los valores p; deben ser estrictamente positivos si ¢ € T'.
Ord establece tres tipos principales entre las distribuciones soluciones de (4.1),

(4.4) 6 (4.5). Para ello, segin sean las raices del denominador de (4.1), considera:

(1) Tipo I: Una raiz cero (by = 0, excepto I(u)), la otra distinta de cero y soporte
finito (excepto I(e))!.

b
(2) Tipo VI: Una raiz cero (by = 0), la otra negativa (1 — b_l < 0) y soporte
2
infinito.
(3) Tipo IV: Raices imaginarias ((b; — by)? — 4bgby < 0).

Para distinguir a las diferentes distribuciones propone como criterio:

(by — by — 1)
4b2(a + bo)

procedente del andlisis de la naturaleza de las raices del denominador de (4.4) 6 del

(b1 — b2)?
4b2b0

en los tipos I(a), I(b), I(e) y VI se tiene que by = 0.

A continuacién del tipo I se deduce el I1;del IV, el V' y el VII;y como diferentes

numerador de (4.5), que se prefiere a (del denominador de (4.1)) ya que

casos limite (con by =0), el I11.

INota:

(1) Se hace mencién a que no todos los autores recogen estas excepciones. Ord (1967b, p.650)
elude profundizar en este aspecto de la clasificacion y se limita a decir que ésta es anédloga
a la clasificacién de Pearson continua. Posteriormente el mismo Ord (1972, p.84) recoge solo
la segunda excepcién y Johnson, Kotz and Kemp (1992, p.81) ninguna de las dos, por citar

s6lo a los autores mas notables sobre el tema.

(2) Se hace mencién también a la necesidad de excluir los casos citados como se comprueba a
partir de la tabla 4.3 que hemos generado y calculado los valores de a, by, b1 y ba para los

diferentes tipos.
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El criterio k se complementa con el indice de dispersion:

My
utilizado en aquellas distribuciones cuyo extremo inferior del conjunto soporte sea
finito.
Las Tablas 4.1, 4.2 y 4.4, tomadas de Ord (1967b, p.651), reproducidas en Ord
(1972, pp.86-87) y adaptadas en Johnson, Kotz and Kemp (1992, p.83), han sido
aqui completadas y se anade la Tabla 4.3, en la que se indican valores de los diferentes

parametros utilizados en la clasificacion de Ord.

4.3.1. Generalizacion de Bowman, Shenton y Kastenbaum

Bowman, Shenton y Kastenbaum (1991) presentaron las siguientes generaliza-

ciones de la familia de Ord:

i a—1

=1+ - - 4.6
pi-1 co+c1(i — p) + cai — p)? (4.6)
donde = E[X]; ¢y, ¢1,¢2 y  son pardmetros,
y también:
Di a—1
=1+ ‘ . . : 4.7
Pi-1 cot (i —p)+ea(i —p)?+cs(i — p)? 4+ ca(i — p)t (47)

donde p = E[X]; co, 1, 2,3, ¢4 ¥ @ SON parametros.
Ambas para valores i = +1,£2, 43, ....

4.3.2. Familia de Herrerias
Herrerfas (1976) propone la siguiente extension del sistema de Pearson discreto:

ap + a1i + azi(i — 1)
bo + b1t + boi(i — 1) + bsi(i — 1)(i — 2

Apiq = ) “Pi-1 (4.8)
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equivalente a:

Di . bgig -+ i2<b2 — 3[)3 + CLQ) + ’L(bl — b2 + 2b3 +a; — ag) + (bo + CLQ)

4.9
Di—1 b3i3 + i2(b2 — 3b3) —+ Z(bl — b2 -+ 2b3) + bo ( )

Las restricciones a observar en los parametros serian equivalentes a las comen-
tadas para (4.5).

Trivialmente se observa que si ag = by = 0 # as 6 as = bs = 0 # ay, se obtienen
(4.1) 6 (4.5).

Al conjunto de distribuciones que verifican (4.8) 6 (4.9) le llamaremos familia

de distribuciones de Herrerias.

Teorema 4.6 La solucion general de (4.8) ¢ (4.9) es:

: a0+a1j+a2j(j—1) .
;= -||1+ . — — . i>1 4.10
b= ho [ bo +b1j +boj(j — 1) +bsj(j —1)(j — 2) ' (4.10)

J=1

o0
stendo po tal que Zpl- =1.
i=0

Demostracion:
Sea 1 > 1:

L |:b3’1:3 + iZ(bQ — 3b3 + (12) + Z<b1 — b2 + 2b3 + a; — &2) —+ (bo —+ 0,0):| o .
bi b3 + i2(by — 3b3) + (b1 — by + 2b3) + by Pz

ag + a1t + agi(i — 1)
= |1+ . — — . "Pi-1 =
bo + b1i + boi(i — 1) + b3i(i — 1)(i — 2)

— 1 a0+a1i+a2i(i—1)
B bo + byi + bai(i — 1) + bsi(i — 1)(i — 2)
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ap+a(t—1)+as(i —1)(i — 2) B
‘ {1 T b bi(i— 1) 4 by(i — 1) (i — 2) + bs(i — 1)(i — 2)(i — 3)} " Pi2

; ap + a1j + azj(j — 1)
= H 1+ ; — v ; Do
e bo + b1j +b2j(j — 1) +b3j(j — 1)(j — 2)
con pg tal que Zpi =1. O
i=0

Corolario 4.6.1 La solucion general de (4.1), (4.4) 6 (4.5) es:

i 0 |
i = Do 1+ - — 2 2>1 4.11
hem ]1_[1[ bo + b1j +baj(j — 1) @1

o0
siendo po tal que Zpi =1.
=0

Demostracién:

Basta utilizar la conclusion del Teorema 4.6 haciendo a; = b3 = 0 # a;. ]

Herrerias obtiene una relacién de recurrencia entre los momentos ordinarios para
las distribuciones soluciones de (4.8) 6 (4.9) y con soporte finito, que generaliza la
dada por Ord (1967b, p.649).

Pertenecen a la familia propuesta por Herrerias las siguientes distribuciones:

(1) Obviamente todas las que verifican (4.1), recogidas en las tablas 4.1, 4.2 y 4.3.
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(2) Zipf-Estoup (Johnson, Kotz and Kemp, 1992, p.466).

Esta distribucion usada, principalmente, en lingiiistica, tiene como funcion de

masa de probabilidad:?

p=c-i P = 0,1,2,....,p>0

P i—1\""
Pi—1_( i >

i _z’3—3i2+3i—1

pic1 i3

ag = —bz, a1 = 0,a9 = —3b3, by = 0, by = b3, by = 3b3; b3 # 0
pi =241

pic1 i

ap=1,a1 = —2,a5 =0,bp =0,by = 1,bo =1,b3 =0

y verifica que:

» Sip=2=

» Sip=1=

(Obsérvese que se verifica (4.5), pero la distribucién no pertenece al sis-
tema de Ord por tener nulas las dos raices del denominador)

(3) Binomial, p; = (T.‘).pi.q"*i,i =0,1,2,...,n,conp+qg=1,p>0,qg > 0:

(2

pi  —pit+pn+1)

Di-1 q
ao=p(n+1),a1 =—1,a3=0,bp =0,b; = q,by = 0,b5 =0

oo
2c= ﬁ, siendo ¢(.) la funcién zeta de Riemann, definida como {(z) = Z i~ %, convergente
i=1

para Re(z) > 1 (Luke, 1969, p.27). La funcién {(z) es un caso particular de la funcién generalizada
o0

zeta de Riemann, ((z,v) = Z(v +1i)7 %, parav # 0,—1,—2, ..., convergente para Re(z) > 1,y
i

=0
verificdndose que ((z) = ((z,1). (Erdelyi, A., Magnus, W., Oberhettinger F. and Tricomi, F.G.,
1953, p.24, p.32)
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4.3.3. Familia de distribuciones de Ollero y Ramos

Ollero y Ramos (1995) imponen las siguientes restricciones a las distribuciones

soluciones de la ecuacién (4.1):
(1) Soporte T'={m,m+1,.... M}, m >0
(2) bo - 0, bg # O

(3) By omert
ba

quedando asi definida una nueva familia, a la que llaman Ppg.

Consideraciones sobre los diferentes parametros de la familia
Si escribimos (4.1) en la forma siguiente:

a—1

— 4.12
baili— 1+ ) 77! 4.12)

Api—1 =

Observamos que para mantener el cardcter de cociente (polinomio de primer grado

en i en el numerador y polinomio de segundo grado en el denominador), para todo
b
valor ¢ € {m,m + 1,..., M}, debemos exigir que a # 0y a # 1 — b—l
2
Propiedades de la funcién de masa de probabilidad de la familia Py
Teorema 4.7 Si F' € Py, se verifica que:
(a) (by =1)(M +1) + b, M(M+1)+a=0

b
(b) m=0dm=1——.
by

Demostracion:
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Consideremos la expresion:
[028% + i (b1 — bs) + bo] - pi = [boi® +i(b1 — by — 1) + (a + bo)] - pi—s

equivalente a (4.5) y por tanto a (4.1) y (4.4), pero evitando posibles anulaciones de
los denominadores.
Ya que el soporte de las distribuciones de Py es [m, M|, debe verificarse que

pi #0sii=m,m+1,... M y p; =0 en otro caso.
(1) Sii=M+1,
[02(M + 1) + (M + 1)(by — ba) + bo) - prr1 =
= [bo(M + 1)* + (M +1)(bs = bp = 1) + (a + bo)] - ps
Y, como pry+1 =0y py # 0 =
= by(M 4+ 12+ (M +1)(by —by— 1)+ (a+by) =0 =

= (by— 1) (M+1)+bM(M+1)+a=0,
por ser by = 0.
(2) Sii=m,
[barn® + m(by — by) 4 bo] - pm = [bam® +m(by — by — 1) + (a + by)] - pm—r
Y, COMO Pt = 0y pry # 0 = bam? + m(by —by) +bg = 0= m =0

émzl——l,porserb():O.
by

Corolario 4.7.1 Sea F una distribucion de Py. Se verifica que:
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b
(1) Sil— b_l ¢ 7", entonces m = 0.
2
(2) Sil——€Z", entonces m =1— —.
bg b2
Demostracion:
b
(1) Segun el Teorema 4.7m=06m=1— b—l
2
Si1-2g¢zt
by
by
(a) 1——=0=m=0
)

(b) 1—2—17&0:>m7é1—2—1,p0rtant0m:0.
2 2

(2) Sien (4.5) hacemos by = 0, se tiene:

pi by +i(by—by—1)+a

pi1 bai? 4 i(by — by)
. bl .9 .
= b22<Z + b_ - l)pz = [bzl + Z(bl — bg — 1) + a]pi—l (413)
2
% bl + . bl .
Para i* =1 — b € Z™", se tiene que pix_1 = 0, ya que a # 1 — b Aplicando
2 2

reiteradamente (4.4) se obtiene p;+—o = 0 = ... = py. Por tanto m > 0 =
=1 2
m b

Corolario 4.7.2 El valor de M es una de las raices de la ecuacidn:

b2I2+(b1+b2—1)Z‘+b1+CL—1:O (414)
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Demostracion:
Basta sustituir M en el primer miembro de (4.14) y comprobar que vale cero,

aplicando el Teorema 4.7. 0

1-5
Corolario 4.7.3 La sequnda raiz de la ecuacion (4.14) es: 5 LM -1,
2

Demostracion:

La demostracion es trivial conociendo que la otra raiz de (4.14) es M. U

Teorema 4.8 Sean « y [ las raices de la ecuacion:
b2x2+(b1+b2—1)x+b1+a—120 (415)

Se verifica que :

(by — 1)(1 — k) — bok(1 — k) + a
by

(a+k)(B+k)= (4.16)

stendo k un valor arbitrario.

Demostracién:

Si oy [ son las raices de (4.15), se verifica que:

b -1
a.ﬁ_l—’_b—z
—by—by+1

y, en consecuencia, para cada k:

bita—1  (bi+b— 1k

§2 =
by by +

(a+k)(B+k)=ab+ (a+ Bk + k" =
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b1+a—1—b1k‘—b2k+k‘+b2k‘2 o (b1—1)<1—/€)—b2k’(1—/€)+a

b2 b2

69

O

Teorema 4.9 Sean a y [ las raices de la ecuacion (4.15), y sea {p;}, m <i < M,

la f.m.p. de una distribucion F' € Py. Se verifica que:

k

Hi' Pm+i (m — a)g(m — By

=1 Pmti-1 N (1% + 2m)g

para 1l <k < M —m.

Demostracién:
Demostremos que
;Do _(m—ati-Dm-G+i-1)
Pmti-1 (B +2m+i—1)
para 1 < i < k, con lo que se concluird la igualdad propuesta.
De (4.5) se deduce que:

 DPovi bo(m+i)* + (m+i) (b —bo—1)+a _
Pmti—1 bg(m+l)2+ (m+z)(bl —bg)

_cat (i =Dm+i)+bmti)(m+i—1)
- bi(m+14) +bo(m+i)(m+i—1)

Dttt nti=lbe (G 1y 8 g 1)

GD (i) (mo+i—1) B4+2m+i—1
i

(—a+m+i-1)(-B+m+i—1)
%o 2mti—1

ya que

(4.17)
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(1) De (4.16)

(by = 1)(m+14)+be(m+i)(m+i—1)+a

(a—m—i+1)(B-m—i+l)= b

b(eri) . .
lbz +(m+.z)(m+z—1) :ﬁ+2m—|—i—1. En efecto,

(2) Veamos que
1 bg

a) Sim =0, la igualdad es trivial.

b) Sim # 0, del Teorema 4.7 se sigue que by = by(1 —m) y por tanto que
Z—; = 1 —m. La demostracién se finaliza sustituyendo el valor de lg—; en los

dos miembros de la igualdad requerida.

Teorema 4.10 Sean o y 5 las raices de la ecuacion (4.15). Para una distribucion
F € Py, se verifica que:

i (m—a)lm =P 2 _, (4.18)

[ |
k=M—m+1 <b2 + 2m)k k!
Demostracion:

Demostremos, en primer lugar, que el primer sumando es nulo.
Seak=M—m+1:

m—a)--(m—a+M-m+1—-1)m-=0p)(m—-—F+M-m+1-1)

(Z—; +2m) pr—mt1

(m— a)(m =+ 1)+ (M = a)(m = B)m = B+ 1) (3 = )
(Z_;+2m)M—m+1
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(0 —m)(a—m—=1)- (0= M)(@F—m)(B-—m—1) (5= M)

(z—; + 2m) pr—m1

Por otra parte por el Teorema 4.8, se tiene que la anterior expresion es igual a

(b1i—=1)(m+D+bom(m+1+a = (b1—1)(m+2)+bo(m+1)(m+2)+a  (b1—1)(M+1)+boM(M+1)+a
bo b ba — 0

(Z—; +2m) p—m1

ya que (by — 1)(M +1) +boM (M + 1) 4+ a = 0 como se demostré en el Teorema 4.7.
Si nos fijamos en cualquier otro sumando, k = M — m + ¢ para i = 2,3, ..., se tiene

que el factor
m—a)--M-a)---(M—-—a+i—1)(m-0)---(M-0)---(M—-0+i—1)=0

con lo que se finaliza la demostracion. O

Funcion generatriz de probabilidad para las distribuciones de Py

Teorema 4.11 Sean « y [ las raices de la ecuacion (4.15). Si F € Py, su f.g.p.

puede erpresarse comao:

b
G(2) = pm - 2" 2 Fi(m — a,m — ;30 + 2m; 2) (4.19)
2

Demostracién:
Consideremos la funcién generatriz de probabilidad para una distribucion F' €
PHZ

M
G(’Z) = Zpkzk = mem +pm+1zm+1 + - +pMZM =

k=m



72 CAPITULO 4. MODIFICACIONES SOBRE EL SISTEMA DE PEARSON

M—m » Zk
=pnz" 1+ RIemtk 2 ) =g 2™
e (14 X w2 <

1+Z (H D )Z—f]

i=1 Pm+i—1

M—-—m k b
Comparemos 1 + Z <Hz Pmi ) .2 con 2Fi(m a’m_g;_l +2m; 2).

— \i]  Pmi k! by
Como
‘bl > ﬁ) Zk
2F1(m—017m_5,5+2m2 Z b1_|_2m) E:

=0

N (m—a)(m =), 2F

k=1
para demostrar que coinciden, basta tener en cuenta que
k
i Pmti (m — a)g(m — B
i1 Pmyia (Z—; +2m)y,

para 1 < k < M — m, ya demostrado en el Teorema 4.9 y que

= (m-a(m=pB)
Ic:MZ;nJrl <2_; +2m)y k!

como se demostrd en el Teorema 4.10. O
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Figura 4.1: Distribuciones contenidas en el sistema de Ord

Tipo Nombre pi
() - (%)
I(a) Hipergeométrica R
(n)
Hipergeométrica negativa (k+§:_l) : (%;’i;z)
1(b) , o N
6 beta-binomial ( Np)
A C
I(e) (z) ) (sz‘)
- (A+C)
B
-1
A B
I(u) - o {(cH’) ' (Dfi)}
I1(a) Como I(a) Como I(a), con n = Np
II(b) Como I(b) Como I(b), con k = Nq+ 2
I1(u) Como I(u) Como I(u), con C = B—D
A (kﬂ'—l) . (A—i—f—l)
VI Beta-Pascal : ;H ATBrio1
Bed (M)
Qi,c,d) .
Yy AT 0
v : T Qlkten)”
similar expresién para ¢ < 0
1% - Como IV, con b=0
ITI(B) | Binomial ()0 -q""
ITI(N) | Binomial negativa (Hz*l) b g
. N
ITI(P) | Poisson e =
7!
VIl t de Student discreta
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Figura 4.2: Continuacion de la Tabla 2.1

Tipo Criterio Soporte
= tn <y |
I(a) - (1?3;1 N ]\T;L;Zh) f1sg [Max(0,n — Nq), min(n, Np)]
1(b) p=te (B4 k) +5<0 | [0,Ng]
0| e=b @R | Do
I(u) k=1 (55 +22)+i>1 [0,n],n < D
II(a) I:N(I\}—:Zf)z<1,fi: Como [(a)
I1(b) k=0 Como I(b)
I1(u) k=1 Como I(u)
vl I>11 - [0, 00)
k=1 (L + ) 415 A=M—-1,B=N-M
A% O</§:CQC+%<1 (=00, 400)
Vv m:CQ’i—Zz [0,00) 6 (—00,400)
IIIB) | IT=q<1,k— o0 [0, n]
III(N) I:%>1,fi—>oo [0, 00)
III(P) | I=1Kk— 00 [0, 00)
VII 0<h=5 <1 (=00, +00)




4.3. FAMILIA DE ORD

75

Figura 4.3: Valores de los diferentes parametros para las distribuciones recogidas en

el sistema de Ord

TlpO b() bl bg a
Ng—n+1 Np+1)(n+1
I(a) 0 (11\1+2Jr N1+2 ( pNi(z )
—N+k (Ng+1)(1—k)
I (b) 0 1_—1@9 1—1Np ql—Np
C—B+1 1 (A+1)(B+1)
I(e) 0 A+CJJ:2 ATC+2 A+C+2
I(u) —(D+1)(A—C+1) A—C+D+1 -1 —C(B+1)+(A+1)(D+1)
A+B+2 A+B+2 A+B+2 A+B+2
—2n n+1)?2
I1(a) 0 NN2+2+1 N}Fz (N-i—;
2-N —(Ng+1)2
]I<b) 0 171\/2 llep lqup
I1(u) —(D+1)(A=B+D+1) | A-B+2D+1 —1 (D—B)(B+1)+(A+1)(D+1)
A+B+2 A+B+2 A+B+2 A+B+2
k+A+B 1 (k—1)(B—1)
VI 0 v s A
(c+k)2+b? 2c4+2k+1 1 d?—b%—k2—2ck
v 2k 2k 2k 2k
Vv (c+k)? 2c4+2k+1 1 d?—k2—2ck
2k 2k 2k 2k
I1I(B) | 0 1—p 0 p(n+1)
1 4. (k —
ITI(N) | 0 ! 0 5 (k=1
II1(P) | 0 1 0 A
(c+k)?+b? 2c4+2k+1 1 —k—2c
VII 2k 2k 2k 2
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Figura 4.4: Comentarios a las Tablas 2.1, 2.2 y 2.3

Tipo Comentarios Informacién adicional
I(a) Forma de J o de campana qg=1—-p,p>0,¢g>0,N>0,n>0
1(b) Forma de J o de campana q=1—-p,p>0,¢>0,k>0

A y C no enteros, pero con
I(e) .

igual parte entera
I(u) Forma de U
I11(a) Forma simétrica de I(a)
11(b) Forma simétrica de I(b)
I11(u) Forma simétrica de I(u)
VI Forma de J o de campana

i

v k entero positivo Qi c,d) = H {(G+e)?+d*}

Forma de campana 3=0

0<c<1,0<b<o0,0<d< 00
v Forma limite de IV
III(B) | Forma limite de I(a), I(b) g=1—p, p>0,q>0, n entero positivo
III(N) | Forma limite de I(b), VI qg=1—-p,p>0,¢>0,k>0
ITI(P) | Forma limite de I1I(B), ITI(N) A>0
0<c<1,0<b<

VII Tipo IV con d = b =0= >

k entero positivo, ax = Q(k — 1,¢,b)
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