Capitulo 5

Familia NEF-QVF

5.1. Introduccion

La familia exponencial natural (NEF) ha sido una familia muy estudiada a lo lar-
go de la historia, entre los numerosos trabajos podemos citar el dado por Barndorff-
Nielsen (1978) y Brown (1986).

Esta familia adquiere una considerable importancia en el problema de la estima-
cién puntual de una funcién paramétrica h(f). Si recordamos, en la construccién de
un estimador insesgado de minima varianza, las propiedades de completitud (Leh-
mann y Scheffé (1950)) y suficiencia ((Fisher (1920)) son determinantes.

La familia NEF admite un estadistico suficiente y completo, y cuando esto
ocurre los teoremas de Blackwell-Rao (Blackwell (1947), Rao (1945)) y Lehmann-
Scheffé (1950) proporcionan un método para construir el estimador insesgado de
minima varianza (si existe) de una funcién paramétrica h(f), en el cual se requiere
inicialmente un estimador insesgado de la funcién paramétrica y que vendra determi-
nado por la esperanza condicionada de éste al estadistico suficiente y completo. Este
método inicid este area de la estimacion y fue ampliamente utilizado. Sin embargo

una gran mayoria de autores (ya sea utilizando la técnica anterior u otra alternativa)
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no proporcionan una expresion para la varianza de los estimadores dados, de vital
importancia para el estudio de su precision.

Por otro lado, Abbey y David (1970), proporcionaron una expresiéon para la
varianza de los estimadores en la familia de densidades exponencial uniparamétrica,
desarrollando un método para obtener el estimador 6ptimo sin necesidad de conocer
un estimador insesgado de h(f), y por tanto sin aplicar el teorema de Blackwell-Rao,
expresando el estimador en términos de polinomios ortogonales.

Este procedimiento ya fue utilizado por Seth (1949) en una subclase de la familia
exponencial para estimar el parametro de la familia.
Morris (1982,1983), estudié la familia exponencial natural con funcién de varianza

cuadratica siguiendo la linea de Abbey y David (1970).

En este Capitulo, introducimos la familia NEF-QVF compuesta por seis familias
de distribuciones: Normal, Gamma, Poisson, Binomial, Binomial Negativa y Secante
Hiperbdlica Generalizada, recapitulando sus propiedades mas importantes y parti-
cularizandolas para cada una de las familias componentes. Sin ocuparnos, al no ser
objeto de este libro, del problema de la estimacién insesgada, ver Morris (1983).
Sin embargo, si es necesario recalcar las ventajas que supone el utilizar polinomios
ortogonales en la teoria de la estimacién con respecto a propiedades tales como la
determinacion de la varianza del estimador, asi como la obtencién de forma inmedia-
ta de las cotas para la varianza anterior. También, destacar su utilidad en el estudio
de las propiedades asintdticas de los estimadores insesgados de la familia bajo estu-
dio, ver Lopez-Blazquez et al. (1999). La técnica de los polinomios ortogonales es

también muy til en otras dreas, ver Lopez-Blazquez et al. (2000a, 2000b).

5.2. Definicién y propiedades de la NEF-QVF

Sea Fj una funcién de distribucién con funcién generatriz de momentos en un

entorno de cero.
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Se define la funcién
P(f) = log/exp(@x)dFo(x), 0o

con O el intervalo més grande para el cual estd definida v(6).

Entonces la familia paramétrica de distribuciones
{F@, 0 e @}

definida por
dFy = exp{Ox — (0) }dF,

es una familia exponencial natural de distribuciones (NEF), que puede ser generada

por cualquiera de sus miembros, (Morris (1982)).

La funcion generatriz de cumulantes de la familia viene dada por:

n(t) = log [ exp(ta)dFala) = w(t +6) ~ v(6) (5.1)

con lo cual el cumulante r-ésimo es

dry(t)
O =~

— y(6). (5.2)

t=0

Asi, la media y varianza de la familia dadas por los cumulantes primero y segundo

respectivamente son:
= Ey(X) ='(0)
V(1) = Varg(X) = ¢"(0).

Como V() = ¢"(6) > 0, se tendra que . = 9'(0) es una funcién 1—1 del parametro
f. Por tanto tiene sentido reparametrizar la familia y considerar el valor medio, p,
como parametro, cuyo dominio viene dado por 2 = ¢/(©) denominado el espacio de

medias.
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Al par (Q,V(p)) se le denomina funcién de varianza de la NEF, de gran impor-
tancia pues caracteriza a la NEF dentro de todas las familias de distribuciones NEF,
(aunque no en una clase mas amplia de distribuciones), ya que ésta determina la

funcién generatriz de cumulantes y por tanto la funcién caracteristica.

A continuacion consideraremos una serie de propiedades que verifica la familia
de distribuciones exponencial natural, utiles para el desarrollo de una teoria de la

estimacion siguiendo la linea de Abbey y David (1970).
Proposiciéon 5.1 Sea X wuna variable aleatoria cuya distribucion pertenece a la
NEF, entonces:

(1) Existen y son finitos todos los momentos no centrados, i.e.

Ey(X*) < 400, k=0,1,2...

(2) Si C, es el cumulante de orden r, entonces se verifica

Cilp) = n
Co(p) = V(w)
Crpi(p) = V(M)CL(M% r=12...

(3) Si notamos py = Ea(X"), se verifica que
k—1

= (’“ ; 1) wChr_i(p), k=1,2... (5.3)

=0
(4) Sea M; = Ep[(X — pn)’] los correspondientes momentos centrados, entonces

verifican la siguiente relacion de recurrencia:

M, =0
My = Cy(p)
Mz = C3(p) (5.4)
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Demostracién:

(1) Esta propiedad se tiene directamente de la existencia de la funcién generatriz

de momentos de la variable X, en un entorno de cero, ya que
By (%) = e¥o®)
con 9y(t) la funcién generatriz de cumulantes dada en (5.1).
(2) Se deduce a partir de (5.2).

(3) Si ¢y(t) = Ep (¢") se prueba por induccién

r—1

(r) Z (7” )¢(J) )¢ér—j)(t)’ r=1,2,... (5.5)

Jj=
con 1y la funcién generatriz de cumulantes de la variable aleatoria X.
Evaluando (5.5) en ¢ = 0, obtenemos (5.3).
Obsérvese que esta propiedad es cierta para X, variable aleatoria genérica tal

que E(X™) < 00, con k variando en (5.3) hasta m.

(4) Sustituyendo X por X — p en la relacién (5.5) y evaluando la expresion resul-
tante en ¢t = 0 se deduce (5.4).

O

Si Xi,...,X, es una muestra aleatoria simple procedente de una familia expo-
nencial natural, con Eyp(X) = p y funcién de varianza V(u), u € €2, entonces se

verifica el siguiente resultado.

Proposiciéon 5.2

(1) El estadistico ZXZ- es suficiente y completo para dicha familia.

i=1
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(2) El estadistico X,, = ZXi/n, que también es suficiente y completo, es el
i=1

UMVUE y EMV de p.

Demostracion:

(1) Se deduce directamente de la expresién de la densidad conjunta de la muestra:
f(xla <o n, 9) = exp {9 Z T — n@/}(@)} H dFo(I'Z) (56)
i=1 i=1

(2) Como Ey(X,) = Es(X) = p con varianza V(i) /n, obviamente X,, es el UM-
VUE de pu.

Ademsds X, hace maximo la funcién log f(x1, ... x,,#), por tanto es de maxima
verosimilitud.

Ademas la NEF es cerrada por convoluciones y combinaciones lineales.

Nos centraremos en la familia exponencial natural con funcion de varianza cuadrati-

ca (NEF-QVF). Por tanto su funcién de varianza vendra dada por:

V(p) = vo+vip+vop’, e (5.7)

Las propiedades anteriores (ciertas para cualquier NEF) se verifican en particular
para la NEF-QVF. De esta forma se tiene que la distribucién del estadistico X,
pertenece a la NEF-QVF con funcién de varianza V(u)/n, p € Q, por ser una
familia cerrada por convoluciones y combinaciones lineales.

Existen muchas NEF’s pero solo seis tienen funcion de varianza cuadratica:
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Teorema 5.1 La familia NEF-QVF engloba seis familias de distribuciones: Nor-
mal, Gamma, Poisson, Binomial, Binomial Negativa y Secante Hiperbolica Genera-

lizada.

Demostracién: Las cinco primeras familias son muy conocidas, de las cuédles es
también conocido que sus distribuciones pertenecen a la NEF. Ademas, la funcion
de varianza caracteriza a la NEF, asi:

Sea una variable aleatoria X, cuya distribucion pertenece a la NEF-QVF con

funcién de varianza

V(p) = vo+vip+vop’, e

Distinguimos los siguientes casos:

m Sivg =vy =0y vy >0 (V(u)>0), corresponde a la distribucién Normal por

ser la tinica NEF con funcién de varianza constante.

m Sivg =0y v # 0, 0sea las funciones de varianza estrictamente lineales,

corresponden a la distribucién Poisson y a sus combinaciones lineales.

= Siwy # 0, se trata de funciones de varianza estrictamente cuadréticas, notamos

por d a su discriminante, donde
d= Uf — 4uguy.
En este caso realizamos el siguiente cambio de variable,
X* =aV'(X) = a(v; + 209.X)

tomando a =1sid =0y a = |dvs| "2 si d # 0.

Como la NEF-QVF es cerrada por combinaciones lineales en el sentido que

genera la misma familia de distribuciones, y X* es una combinacién lineal
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de X, tiene sentido considerar a X* como el miembro canénico, con media y

funcién de varianza dadas por:

pr=aV'(p), V(u) =s+ua(u*)?

donde s = —sig(duvy) y vy # 0.

Asi, al analizar V(u*), resultan seis casos de los posibles cruces de vy < 0,
vp>0ys=-—1,0,1.

Los casos v9 < 0, s = =1y vy < 0, s =0 hacen V() < 0, lo cual es imposible,

quedando cuatro casos:
e Sivy > 0y s =0 queimplica d = 0, corresponde a la distribucién Gamma
y a sus combinaciones lineales.

e Sivy, < 0y s =1 queimplica d > 0, corresponde a la distribucion

Binomial y a sus combinaciones lineales.

e Sivy >0y s = —1 que implica d > 0, corresponde a la distribucion
Binomial Negativa y a sus combinaciones lineales.

e Sivy >0y s=1, consideramos lo siguiente:

Sea X la observacion natural de una familia exponencial beta, Y, con

0 9
YwBe(O,5—|——,0,5——), 0] < =
T T 2

cuya observacion natural viene dada por

Y
1-Y

1
X = —log
T

que tiene densidad

exp[fz + log(cos 0)]

5.8
2cosh% (5-8)

f1,a($) =
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con respecto a la medida de Lebesgue y cuyo soporte es R. La densidad
(5.8) se deduce a partir de la férmula de reflexién, Abramowitz y Stegun

(1965), que implica

s

0,5+¢05b—t) = .
05 +1,0, ) cos 7t

La media y varianza de la densidad (5.8) se obtienen a partir de la funcién

generatriz de cumulantes

Y(0) = —log(cos )

asi,

Ey(X) = p=¢'(f) = tan®

Varg(X) = V(p) = ¢"(0) = csc?0 = 1+ p?

luego la distribucion de X pertenece a la NEF-QVF, con v, =1y s =
1. A partir de ella, mediante la operacién de convolucién se obtiene la

distribucion secante hiperbdlica generalizada.

O

Morris (1982) prueba de forma unificada que las distribuciones Normal, Gamma,
Poisson, Binomial Negativa y Secante Hiperbdlica Generalizada son infinitamente
divisibles. La distribucién Binomial no verifica dicha propiedad, al ser una distribu-

cién acotada.

A partir de la densidad de una NEF-QVF se podran construir unas funciones
con la propiedad de ser funciones elementales, al ser polinomios y la ventaja de ser

ortogonales, respecto de dicha densidad, como se vera en la siguiente seccion.
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5.3. Polinomios Ortogonales

Si f(x,0) es la funcién de densidad o de probabilidad de una NEF-QVF que por

definicién es proporcional a exp{fz—1(6)} con respecto a alguna medida, definimos:

k

Pk<w;u>:vk<u>{d <:c,e>}/f<x,9>, k>0 (5.9)

duk

Nétese que la derivada es con respecto a p, no con respecto a 6.

Ademads, consideramos la sucesién de nimeros:

k—1
ap =K [ +jv2), E>1,

J=0
ag = 1.

(5.10)

En el siguiente resultado se veran propiedades de las funciones definidas en (5.9).
Proposicion 5.3 En las condiciones anteriores, se verifica:

(1) La familia { Py }r>o verifica la siguiente relacion de recurrencia, (suprimiendo

los argumentos):

Pk_H:(P1—k’vl)Pk—k'{l—f—(k’—1)1]2}VP]€_1, kZZ 1 (5 11)
Pg = 1, Pl =T — W. ‘
(2) Py(x;p) es un polinomio ménico de grado k tanto en x como en fi.

(3) {Pi}r>0 es una familia de polinomios ortogonales con respecto a la funcion

peso f(x,0), verificando la relacion de ortogonalidad:
Ey [Po(X; w)Py(X; )] = OjarVE (), k.5 20, (5.12)

con di; la delta de Kronecker.
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(4) Dados p, o € 2, se verifica

(5) Dados i, g € Q, se verifica

Qg

E;L[Pk(XQNO)] = kl

(N_,UO)kv k> 0.

Demostracion:
(1) Por definicién,

0
P, _ Vk:+1 -1 > P, V—k
1 f 6’u( kfVE)
— (P —kV)P,+ VP, k>1

0
con P, = 8—MPk(x;u).

Ademas se prueba por induccién en k, que

ag

P =- Py
Ap—1
En general se cumple que
87" (473
P, =(—-1) Py,
6IU’T ’ ( ) Af—r ,

91

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

Asi, a partir de (5.15) y (5.16) se obtiene la relacién de recurrencia (5.11).

(2) Se deduce por induccién, a partir de la férmula de recurrencia (5.11).

(3) A partir de (5.3), se deduce por induccién que el momento no centrado de

orden n de una distribucion NEF-QVF es un polinomio de grado n en pu.
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Asi, para n < k, se tiene

ak
BX"R) = Vi) [ a5, 0)iv(a)
A
=V (M)a—ukEe(X )=20
luego efectivamente se tiene (5.12) para k # j.

Para ver la relacion (5.12) para k = j, multiplicamos (5.11) por P;_; y toman-

do esperanzas, se demuestra
Eg[PLP.Py_1] = k{14 (k — )uy} E4[PZ ). (5.18)
Repitiendo el mismo proceso con Py, 1, se obtiene:
EG[PEH] = Ey[P1 Py Py 4] (5.19)
con lo cual a partir de (5.18) y (5.19) se verifica que
Eo[P] = (k — {1+ (k — 2)u2}V (1) Eg [ P,

e iterando,
k-1
Eo[P7) = kK ][ G+ o) VE(i) = axV* ().
j=0
Como Py(x; p19) es un polinomio de grado k en pyg, si se desarrolla en serie de
Taylor centrada en pu, se obtiene:
k . .
(o — p) &
Pi(; 110) = 2; g hE ), Vi € 1) (5.20)
J:

y utilizando la expresion (5.17) para la derivada de orden j de Py:

Pk(x; ,LLO) — Z M&Pk_j(x;u), (5.21)

1l .
§=0 J: QAf—j

Intercambiando en (5.21) j por k — j se obtiene la expresion (5.13).
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(5) Tomando esperanzas en la expresién (5.13):

BRG] = a3 o) ]1JE[PJ‘($;M)]
= %(M Mo)

puesto que E,[P;(z; )] = do; por (5.12).

Ademas el sistema de funciones dado en (5.9) forman un conjunto de polino-
mios para cualquier familia exponencial natural, siendo ortogonales tinicamente si
la funcién de varianza es cuadratica. No obstante, en la NEF, se podria obtener un
sistema de polinomios ortogonales, mediante el procedimiento de ortogonalizacion
de Gram-Smidt.

Para cada una de las distribuciones que componen la NEF-QVF se explicitaran
las correspondientes familias de polinomios ortogonales, asi se tendra los polinomios
de Hermite en el caso Normal, los de Laguerre (generalizados) en el caso de la
Gamma, los polinomios de Charlier en el caso de la Poisson, los de Krawtchouk en el
caso Binomial, los polinomios de Meixner de primera especie en el caso de la Binomial

Negativa y los de Pollaczek en el caso de la Secante Hiperbdlica Generalizada.

5.3.1. Apéndice

En este apartado se recogen las caracteristicas descritas anteriormente, particu-

larizadas para cada una de las familias que componen la NEF-QVF.
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Distribucién Normal

Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién A (0,0?), § € R, 0 > 0
conocido, se tienen las siguientes caracteristicas:

Funcion de densidad:

2
f(z,0) = ﬁexp{—% (967_9) }, z e R.

Funcion generatriz de cumulantes:

t2 2
Volt) = 0 + TJ
Cumulante de orden k:
Ci(0) = 0
02(0) = 0'2

Funcion media: = 6.
Funcion de varianza: V(p) = 0%, p€R.

Momentos no centrados:
e = pp10 + (k — 1)jp_o0?

/.le(g, ,UJ():1

Momentos centrados:
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Se puede probar que:

M, = { 0, si k es impar

(k—1)No®,  sik es par.

Estadistico suficiente y completo: X,, con funcién de densidad dada por

Fu(s,0) = é_fa exp{—% (S;Hﬁ)Q}. (5.22)

Polinomios mdnicos ortogonales respecto de (5.22):

k

o ns—un
P, 1) = 57 M (\g—g ) , k>0

con Hj, el correspondiente polinomio de Hermite, cuya expresion es igual a
[k/ 2] )k
= k! .

Formula de recurrencia de los polinomios ortogonales

2
g
Pk«l»l,n = Pl,npkm - kgpkfl n

PO,n

k>1

1, PLn:S—Q.

Norma de los polinomios ortogonales:

/C! 2k
B[P, = =2~

nk

Distribucion Gamma

Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién G(a,1/6),0 >0y a >0
conocido.
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Funcion de densidad:

f(z,0) = ;$a_l exp <_§) , x>0. (5.23)

0T ()
Funcion generatriz de cumulantes:

e(t) = —alog(l — 6t). (5.24)
Cumulante de orden k:

Co(0) = (k—1)ab®, k>1,  C1(0) = ab.

Funcion media: ;1 = af.

Funcién de varianza: V(p) = af? = %, p € (0,400).
Momentos no centrados:
k—1
iek—z
e = alk—1)! ,u" ., k=1,2,
i=0 &
po = 1.
05T (o + k)

Se puede probar que, pu = o)
Q@

Momentos centrados:

M1 = O, M2 == 0592, M3 = 20[93

k—2 ;
Ok M,
Mk:(k—l)!{oa‘)’“r } k=4,5,...

i!
i=2
Se puede probar que,

k .
INa+j »
Mkiek E ﬁ(—a)k ], k’:l,Q,
J=0
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Estadistico suficiente y completo: X,, cuya funcién de densidad viene dada por,

_ na na—1 _E
ful(s,0) = —GC"I‘(na)S exp ( 7 > , s>0. (5.25)

Ezpresion de los polinomios ortogonales respecto de (5.25):

()R ) (s
Pen(sip) = ————L — ] k>0, 5.26
k, (S :u) (noz)k k L ( )

con Ll(:) el correspondiente polinomio de Laguerre generalizado,

LO(z) = i (/]z t 3) (—}

j=0 I

i . (5.27)

Formula de recurrencia de los polinomios ortogonales:

2%:0 1 02
Pty = (PM _ —> P — k {1 +—(k— 1)} Y Pin k>1
n no n

Po’n:]_, PLn:S—Ofe.
Norma de los polinomios ortogonales:

5 o KIT(na+ k)p2
B = (na)®*T'(na)

Distribucion de Poisson

Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién Po(6), 6 > 0.

Funcion de probabilidad:
91‘
f(z,0) = 6_9—', r=0,1,2,.... (5.28)
x!

Funcion generatriz de cumulantes:

bo(t) = 0(e' —1).



98 CAPITULO 5. FAMILIA NEF-QVF

Cumulante de orden k:

Funcion media: 1 = 6.
Funcion de varianza: V() = p,  p € (0, +00).

Momentos no centrados:

k—1
—1
—0

1

po = 1.
Momentos centrados:

My=0, My=0, My=0

Mk:9{1+§(k;1)Mz}.

Estadistico suficiente y completo: X,, cuya funcién de probabilidad viene dada

por,
(n@)"s 12
n(s,0) = —nd , =0,—,—,... 5.29
Fuls.0) = exp(-nf) T s =00 (529)
Ezxpresion de los polinomios ortogonales respecto de (5.29):
1
Puo(sip) = —C™ (ns), k>0, (5.30)
n

con C’,ga) el k-ésimo polinomio de Charlier,

k
o k\ (s . .
C(s)=>" ( > < ,)]!(—a)k i, (5.31)
—\j) \J
j
Formula de recurrencia de los polinomios ortogonales:
k k6
Pk—l—l,n = (Pl,n - _) Pk,n - _Pk—l,na kZ 1
n n

P(Ln:ly PLn:S—Q.
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Norma de los polinomios ortogonales:

k0%
E[R},] = o

Distribucion Binomial

Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién B(N,p), p € (0,1) y
N > 1 un entero conocido. Sea g =1—p

Funcion de probabilidad:
N r N—z
f(z,p) = A x=0,1,...,N. (5.32)
Funcion generatriz de cumulantes:
¥,(t) = N log(pe’ + q).

Funcion media: p = Np.
12

Funcion de varianza: V() = Npqg = p — N p e (0,N).
Cumulante de orden k:
2

Crnln) = (0= S)C(), K >2
2
7]

Cilw) =pn, Clw) =p-".

Estadistico suficiente y completo: X,, cuya funcién de probabilidad viene dada

por,

o (5.33)

N 1 2
oo = (M), =0 L2
n’'n’
Ezpresion de los polinomios ortogonales respecto de (5.33

k!
Py (s;p) = s — K N u/n(ns), k=0,1,.. Nn, (5.34)
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con Ky, n, el k-ésimo polinomio de Krawtchouk,
k x N —z
S \k— j
Formula de recurrencia de los polinomios ortogonales:

k—1) N
}ﬂpkl,n, 1<k<Nn-—1,
n

k
Piiin = [Pm - 5(1 - 217)} Py, —k {1 -
Py,=1 P, =s—Np.

Norma de los polinomios ortogonales:

EIT(nN + 1)(pq)*
E[P? ] = .
B I'(nN — k + 1)n?*

Distribucién Binomial Negativa

Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucién BN (r,p), p € (0,1),
r > 1 un entero conocidoy ¢ =1 — p;

Funcion de probabilidad:

r+z—1\ , ,
f(x,p):( . )pq, x=0,1,.... (5.36)
Funcion generatriz de cumulantes:
¥p(t) = rlogp — rlog(l —ge'), t< —loggq. (5.37)
Funcion media: 1 = iy
g . rq W
Funcion de varianza: V(p) = — = p+—, p € (0,+00).
D T

Cumulante de orden k:

Cunl) = (n+ ) €l k22

Ci(p) = p, Cop) = p+



5.3. POLINOMIOS ORTOGONALES 101

Estadistico suficiente y completo: X, cuya funcién de probabilidad viene dada

por,

nr+mns—1\ ,. .. 1 2
fn(87p> = ( )p q -, 8207_7_7"' (538)
ns n n

Ezxpresion de los polinomios ortogonales respecto de (5.38):

P (s;p) = % (a/p)" Mimrg(ns), k>0 (5.39)
con My, o c(x) el k-ésimo polinomio de Meixner de primera especie,
"2\ [~z —a
Miac() = (—1)"! ;0 </<;) ( E )c_j. (5.40)

Formula de recurrencia de los polinomios ortogonales:

k k k—1
Py = [Pl,n . (1 + 29)} Pon — ~ {1 + } L P, k21,
n P n nr P

Po,nzl, PLn:S—T—.
p

Norma de los polinomios ortogonales:

9 ET (nr + k &
E[Pkn] = é(n; ) (njj)%

Distribucion Secante Hiperbdlica Generalizada

us

Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion GHS(r,0), [0| < T vy

r > 0 un entero conocido.

Funcion de densidad:

flzr A) = (1+ )\2)_’"/2 exp{ztan™' A} f(x;7,0), x>0, (5.41)
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or—2 0 2 -1

y A =tan@.

Funcion generatriz de cumulantes:
Ya(t) = —rlog(cos(t) — Asin(t)).

Funcion media: jp = r\ = rtan6.
2

Funcién de varianza: V(p) = r(1 + \?) = £y r, welR.
r

Cumulante de orden k:

Crnr(p) = (12 /r +1)Ci (1)
Ci(p) = p, Colp) = i /1 + 1.

Estadistico suficiente y completo: X,, cuya funcién de densidad viene dada por,
fu(s,A) = n(1 + X)) ™"/ 2exp{nstan~' A} f(ns, nr, 0). (5.43)

Relacion de recurrencia que verifican los polinomios ortogonales respecto de (5.43):

2 -1
Piiin = (Pl,n - ﬂ) Py — E {1 + b }r(l + Az)Pk_lyn, k>1
n n

nr (5.44)

Po’nzl, PLn:S—T)\.

Los polinomios descritos en (5.44), salvo constante, son los polinomios de Pollaczek.

Norma de los polinomios ortogonales:
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