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Tema 1

Polinomios: operaciones y
simplificaciéon

M. Duenas, R. Pdez, C. Valverde.

Las ecuaciones algebraicas son una herramienta comin a la hora de re-
solver problemas en ciencias sociales: economia, sociologia, etc. En este
tema veremos qué es un polinomio, cémo operar con ellos y expresar-
los de forma mas simplificada y operativa. Por tltimo, repasaremos las
igualdades notables.

1.1. Monomios

Definicion 1.1.1. Un monomio es una expresion algebraica en la que las
Unicas operaciones que aparecen entre las letras son el producto y la potencia
de exponente natural.

Ejemplo 1.1.1.
M(z,y) = —52'y

1.2. Partes de un monomio

Coeficiente: es el nimero que multiplica a las letras, -5.

Parte literal: son las letras que aparezcan en el monomio con los expo-
nentes, ' y.

Grado: es la suma de los exponentes que tenga el monomio, 8.

Variable: son cada una de las letras que aparecen en el monomio, x e y.
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Polinomios: operaciones y simplificacion

En este curso de nivelacion sélo nos centraremos en polinomios con una
sola variable real @x.

1.3. Polinomios

Definicién 1.3.1. Un polinomio es la suma o diferencia algebraica de varios
monomios. La expresion algebraica general de un polinomio en una variable
viene dada por:

P(z) = ap2™ + ap12™ -+ a2+ ag

onde ayg, ay, ..., a, son los i el polinomio y pueden tomar cual-
donde ag, aq, ..., a, los coeficientes del pol den t 1
quier valor en R, a,z" es el término principal y n indica el grado del
polinomio.

Ejemplo 1.3.1.
P(z)=52" 42" —x+9

Definicién 1.3.2. Dado un ntmero real a y un polinomio P(x), se llama
valor numérico de P(x) para z = a, y se denota por P(a), al nimero que
resulta al sustituir el valor a por x y realizar las operaciones.

Ejemplo 1.3.2. Halla el valor numérico del polinomio P(z) = 5z°+z*—x+9
en r = —2.

Se sustituye x por —2:

P(=2) =5(=2)"+ (=2 = (=2) +9=15(-32) +4+2+9 = —145

1.4. Operaciones con polinomios

= Suma y diferencia de polinomios
La suma o diferencia de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene
sumando o restando los términos semejantes (con el mismo exponente),
dejando indicada la suma o diferencia de los términos no semejantes.
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Ejemplo 1.4.1. Suma y resta los polinomios P(x) =5z + 2> —x + 9
y Q(x) = 32° + 42® — 3z — 2.

P(z) +Qz) = (527 + 2% — 2 +9) + (32° + 42? — 32 — 2) =
=5+ 2t —x+9+32° +422 —3x —2=
=507 +32° + (14+4)2* + (=1 -3)z+(9—2) = 52" +32° + 52 —da +7

P(r) — Qx) = (5a” + 2> — 2 +9) — (32° + 42? — 30— 2) =
=5 a2t —2+9-32" 42 +32+2=
= 52" = 32"+ (1 —4)2® + (=14 3)2+ (9+2) = 52" —32° — 327 + 2 + 11

= Productos de dos polinomios
El producto de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene mul-
tiplicando los términos del primero por cada uno de los del segundo y
simplificando los términos semejantes.

Ejemplo 1.4.2. Si P(z) = 22% — 3z + 5 y Q(z) = 42? — 1, calcula

P(r)Q(z).
P(z)Q(z) = (22° — 3z + 5)(42* — 1) =

= (22 — 3z + 5)42® + (22° — 3z + 5)(~1) =
=82° — 1223 + 2002 — 223 + 32 — 5=
= 82" + (=12 — 2)2° + 202 + 3z — 5 =
= 82" — 142° + 202% + 32 — 5
= Divisiéon entera de polinomios

Para dividir dos polinomios se aplica un proceso analogo al que se utiliza
con los nimeros enteros.

D(x) R(x)
D(x) =d(x)C(x) + R(x) — =C(z)+
(#) = d@)O() + R(a) = G2 = Ca) + 5
Uno de los objetivos de esta operacion es poder expresar un polinomio
como producto de monomios y/o polinomios de menor grado, por lo que
a efectos practicos nos interesa mas centrarnos en métodos de calculo
mas operativos tales como la regla de Ruffini.
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= Regla de Ruffini
La regla de Ruffini es un algoritmo que permite obtener el cociente y el
resto de la division de la divisiéon de un polinomio por un binomio de la
forma (z — a)

Ejemplo 1.4.3. Ilustramos como funciona la regla de Ruffini:
(102% — 5 — 3z* + 223) : (z +2).
Para comenzar la operacion, se deben seguir los pasos:

e Si el polinomio no es completo, se completa anadiendo los términos
que faltan con ceros.

e Colocamos los coeficientes del dividendo ordenados en una linea.
(=32t 4 223 + 1022 + 02—5) : (z + 2)
-3 2 10 0 -5

» El divisor se debe igualar a 0 — x +2 = 0 — El 42 se cambia por
el opuesto —2, que ird colocado abajo a la izquierda.

(=3a* + 223 + 1022 + 0z — 5) : (x+2)

-3 2 10 0 =5
—2

« Para empezar se baja el primer coeficiente.

-3 2 10 0 =5
-2

-3
o Se multiplica ese coeficiente por el divisor y se coloca debajo del
siguiente término.

-3 2 10 0 =5
-2 6

-3

e Se suman los dos coeficientes.

-3 2 10 0 =5
-2 6
-3 8
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« Se repite el proceso anterior y se va completando paso a paso la

tabla.

-3 2 10 0 -5
-2 6 —16

-3 8

-3 2 10 0 -5
-2 6 —16

-3 8 -6

-3 2 10 0 -5
-2 6 —16 12

-3 8 -6

-3 2 10 0 -5
-2 6 —16 12

-3 8 -6 12

-3 2 10 0 =5
-2 6 —16 12 —24
-3 8 —6 12

-3 2 10 0 =5
-2 6 —16 12 —-24
-3 8 -6 12 29

-3 2 10 0 =5
-2 6 —16 12 —24 Cociente= —3z> + 82%2—6x + 12
| -3 8 —6 12 —29

Resto=-29
Se debe tener en cuenta que:

« FEl grado del cociente es una unidad inferior al dividendo.

o El resto siempre es un ntmero.

La divisién de polinomios se puede expresar como:

— 324 4+ 2231022 + Oz — 5 —929
i Y V. SRS R Y
x4+ 2 x4+ 2
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1.5. Igualdades notables

Las igualdades o identidades notables son unas igualdades algebraicas que
nos permiten calcular de forma directa determinadas operaciones con polino-
mios. Las féormulas de las identidades notables cumplen siempre unas reglas
fijas, por lo que el resultado puede darse sin tener que verificar la multipli-
cacion.

Las formulas de las igualdades notables que mas se utilizan son: el cuadrado
de una suma, el cuadrado de una resta y la suma por diferencia.

Si a y b son expresiones algebraicas se cumplen las siguientes identidades
notables:

s Cuadrado de una suma

(a+b)* = (a+b)(a+b) =a®+ 2ab+ b

Ejemplo 1.5.1.

(3x+2)* = (3x +2)(3x +2) = 92 + 127 + 4

s Cuadrado de una resta

(a —b)* = (a —b)(a —b) = a® — 2ab + b*

Ejemplo 1.5.2.

(3 —2)*=(3xr —2)(3r —2) =92° — 122 + 4

= Suma por diferencia

(a+b)(a—b)=a®>—b*

Ejemplo 1.5.3.
(2% +4)(2* —4) =2* — 16
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1.6. Factorizacion de polinomios

Para poder tener una visiéon mas clara de las expresiones polinémicas es
aconsejable expresarlas de la manera mas simplificada posible, sobre todo
después de haber efectuado operaciones algebraicas. Algunas veces es sufi-
ciente simplificar el polinomio agrupando los términos semejantes, pero otras
veces es necesario expresar el polinomio de grado n en producto de otros
polinomios de menor grado.

Raices de un polinomio

Las raices de un polinomio P(x) son los valores x = a para los que el
valor numérico del polinomio es 0, es decir, z = a es raiz de P(z) si y sélo si
P(a) = 0.

Un polinomio de grado n tiene como maximo n raices reales. Ademas si un
polinomio tiene todos sus coeficientes enteros, las raices enteras del polinomio
son siempre divisores de su término independiente.

Ejemplo 1.6.1. El polinomio P(z) = —x? + z + 6 tiene como raices z = 3
y x = =2, ya que P(3) = P(—2) = 0. Observa que el grado del polinomio es
2 y tiene dos raices enteras que son divisores de 6.

Ejemplo 1.6.2. El polinomio P(x) = 42® — 8% + z + 3 tiene como raices

r=1z=3yx=-1 yaque P(1) = P(2) = P(—3%) = 0. Observa que el

grado del polinomio es 3 y tiene tres raices, una de ellas, x = 1, es divisor
del término independiente y raiz entera del polinomio.

Factorizacién de un polinomio
Factorizar un polinomio es escribirlo como producto de polinomios del

grado mas pequeno posible. Para factorizar un polinomio conviene aplicar
los siguientes procedimientos:

» Extraccion de factor comun.

Ejemplo 1.6.3.
P(z) = 32" + 62% = 32°(2* + 2)
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» Utilizacién de igualdades notables.

Ejemplo 1.6.4.

P(z) = 42> + 122+ 9 = (22 + 3)*

= Resolucién de ecuaciones de 2° grado para polinomios de 2° grado.

Si #1 y x son soluciones de la ecuacién ax? + bz + ¢, el polinomio
P(x) = ax®+bx+-c se descompone de la forma P(z) = a(z—z1)(x—x2).

Ejemplo 1.6.5.

44 /16 4+ 48
P(«'E):4$2—4I—3:>4x2—4x—3:0:>x:—Jr

8
3 -1
:1'1—5,1‘2—7@
:>P(x):4(x—;))(x+;):2(x—;)Q(JH—;) =2z -3)(2z+1)

» Utilizacién de la regla de Ruffini para la obtencion de las raices del po-
linomio.
Esta regla se utiliza para resolver ecuaciones de tercer grado o mayor,
permite obtener soluciones enteras y factorizar polinomios de tercer gra-
do o mayor.

Ejemplo 1.6.6. Para factorizar el polinomio P(z) = 2® — 7z + 6, se
busca entre los divisores del término independiente, en este caso +1,
+2, 43 y £6, aquellos en los que la divisién P(x) : (z — a) sea exacta.

10 =7 6
1/ 1 1 —6
\11—60
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P(1) =0= 2 =1 es raiz = (z—1) es un factor, el cociente es 2°+z—6.

P(z) = (z—1)(2*+2—6) y para factorizar z°+x—6 se aplica de nuevo Ruffini.

11 -6
2] 2 6
13 0

P(2) =0= 2 =2esraiz = (x — 2) es un factor, el cociente es = + 3.

Por lo tanto : P(z) = (x — 1)(z — 2)(z + 3).

= Otros ejemplos.

Ejemplo 1.6.7. Factorizar el polinomio:
P(z) = 42" — 132° + 82" + 32° — 227

Para factorizar el polinomio P(x) = 4" — 132° + 8z* + 32° — 222,
observamos primero si se puede extraer factor comun:

P(x) = 2*(42° — 132 4+ 82 + 37 — 2)

Para seguir factorizando el polinomio de 5° grado se aplica la regla de
Ruffini. Si uno de los divisores del término independiente es raiz, se debe
volver a comprobar dicho divisor, ya que puede ser raiz miltiple.

4 0 —-13 8 3 -2
1 4 4 -9 -1 2
4 4 -9 -1 2 0
1 4 8§ -1 2 — P(z) = 2%(x—1)*(z+2)(42*—1)
4 8 -1 2 0
—2 -8 0 -2
4 0 -1 0

Para el ultimo polinomio se utilizan las igualdades notables, en este caso
suma, por diferencia.

P(z) = 2*(z — 1)*(z +2)(2z + 1)(2z — 1)
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Ejemplo 1.6.8. Factorizar el polinomio:
Px)=a2—2>—x—2

Para factorizar el polinomio P(z) = 23 — 2% — x — 2 observamos primero
que no se puede extraer factor comun, y como es de 3¢ grado, se aplica

la regla de Ruffini para extraer la raices.

1 -1 -1 -2
2 2 2
11 1 0

Para factorizar el cociente 22 + x + 1, resultante de aplicar Ruffini, se
utiliza la ecuaciéon de segundo grado.

-1+v1-4

Prr+l=0=>z= 5

Al no tener soluciones reales, el cociente es irreducible.

P(z) = (z —2)(2®* + o +1)
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