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Tema 2

Funciones polinémicas

M. Duenas, R. Pdez, C. Valverde.

En este capitulo, se trataran algunas caracteristicas de funciones po-
linémicas. En primer lugar, se describiran cémo obtener las raices de
funciones polinéomicas. En una segunda seccion, se tratard los limites y
la continuidad de funciones polinémicas, ademas de las funciones por
partes y por tultimo, se tratard la obtencién de la funcién inversa de
una funciéon polinémica.

2.1. Raices de funciones polinémicas

Definicion 2.1.1. Se dice que un valor x = a es raiz de un polinomio P(x),
cuando al sustituir dicho valor en el polinomio, el resultado es 0; es decir,
cuando P(a) = 0. Las raices de un polinomio, también se llaman ceros del
polinomio.

Ejemplo 2.1.1. Sea P(z) = 22+ 3x —4, 1 es una raiz del polinomio, ya que:
P(1)=1+3-1-4=1+3—-4=0.

Observaciones:

= El nimero de raices reales que puede tener un polinomio es menor o
igual que el grado del polinomio.

= Un polinomio cuyo término independiente sea 0, es decir, no aparece
término independiente, siempre admite como raiz z = (0. Como se trata
de una expresion en la que todos los términos contienen el factor z, al
sustituir ésta por 0, se anulan todos y el resultado es 0.
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2.2. Métodos para el calculo de las raices de
un polinomio

Veremos 5 posibles casos que nos podriamos encontrar a la hora de cal-
cular las raices de un polinomio.

1. Si es de Grado 1:

Bastara con despejar la incognita, x.

Ejemplo 2.2.1. Calcula las raices del polinomio P(x) = 2x + 3.

21:+3:O—>2x:—3—>$:7:>Raizﬁnica

2. Si es de Grado 2:

Se resolverd la ecuacién de segundo grado resultante.

Ejemplo 2.2.2. Calcula las raices del polinomio P(z) = 222 + 5z + 3.

202 +5x+3=0

T

552 -4.2.3  —5+25-24 5+1
- _ ; - -

2.2 4

Ty = —=5-1 _ =6 _ =3
= A s :4 1 2 = Dos raices.

3. Si es Bicuadrada:

Se trata de un polinomio de grado 4 incompleto, con sélo los términos de
los grados 4, 2 y 0. Es decir, tiene la forma: ax* + bz + ¢. Este polinomio se
puede transformar en una de segundo grado mediante el cambio de y = 22
Resolveremos la ecuacion de 2° grado resultante y desharemos el cambio para

encontrar las soluciones de la variable inicial.
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Ejemplo 2.2.3. Calcula las raices del polinomio P(z) = z* — 1322 + 36.

xz* — 1322 4+ 36 = 0, hacemos el cambio y = x?, asf:

> — 13y +36 =0
C134,/(13)2-4-1-36 134 169144
_ . _

V= 21
13-5 8
:7:—:4
1345 T T
=" =
2 _ 1345 18 o
T T

Buscamos ahora los valores que corresponden a la variable original para cada
una de las soluciones obtenidas.

= Cuatro raices.

p=4=1’=4=1==+V/4=42

Ejemplo 2.2.4. Calcula las raices del polinomio P(z) = z* + 142% — 32.

zt 4+ 1422 — 32 = 0, hacemos el cambio y = 22, asf:

v+ 14y —32=0

—14£,/(14)2 —4-1-(=32) 14+ /196 + 128
y= = -
2.1 2
—14-18 —32
~14+18 | =y = =16
-2 R
ETTYT T

Buscamos ahora los valores que corresponden a la variable original para cada
una de las soluciones obtenidas:

Yy =—16= 2" = —16 = v = £/—16
que no es un nimero real.

y2:2:>x2:2:>x:j:\/§:>Dosraices.
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4. Si es de Grado mayor que 2, no bicuadrada:

En este caso, la regla de Ruffini sera ttil para encontrar las raices enteras
del polinomio. Las posibles raices las buscaremos entre los divisores del tér-
mino independiente. Iremos probando cada uno de ellos para ver si el resto
da 0, en cuyo caso, se tratara de una raiz. El nimero candidato a raiz es el
que colocaremos a la izquierda al aplicar Ruffini.

Ejemplo 2.2.5. Calcula las raices del polinomio P(z) = z* — 42 + = + 6.

Plx)=2" 42> +2+6=0

Apliquemos el método de Ruffini. Las posibles raices enteras estaran entre
los divisores del término independiente 6, que son: +1, +2, +3 y +£6.

Empezamos a comprobar:

-Conel 1:
1 -4 1 6
110 1 =3 —2 = Resto# 0= No es raiz.
1 -3 -2 4
- Con el -1:
1 41 6
—1/{0 -1 5 —6 = Resto=0= Es raiz.
1 =5 6 0
- Con el 2:
1 -4 1 6
2|0 2 —4 —6 = Resto=0= Es raiz.
1 -2 -3 0
- Con el 3:
1 -4 1 6
310 3 —3 —6 = Resto=0= Es raiz.
1 -1 -2 0
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W UCA | &g

Funciones polinomicas

Ya no es necesario seguir probando con el resto de los divisores, ya que,
un polinomio tiene tantas raices reales como indica su grado. Como es de
grado 3 y hemos encontrado 3 raices, ya no puede haber més. Por tanto, las
raices de este polinomio son: r = —1, x =2y x = 3.

5. Si tenemos un producto de varios polinomios:

No es necesario realizar el producto de ellos para ver el polinomio final
del que se trata y calcular después sus raices. Solo hay que tener en cuenta
lo siguiente: para que un producto sea 0, alguno de los factores debe ser cero.
Esto significa que igualando cada uno de los factores a cero, encontraremos
todas las raices.

Ejemplo 2.2.6.
Plz)=(z—-3)(x+4)x

r—3=0=2=3
(x=3)(z+4)z=0=>S z2+4=0=>0=—4
x=0

Las raices son: x = 3,z = —4,x = 0.

2.3. Limites de funciones. Continuidad

Definicion 2.3.1. Si f(x) es una funcién definida a la izquierda y a la dere-
cha de un punto c. Si existen los limites laterales y coinciden:

lim f(z) = lim f(z) =1

T—c™ z—ct

entonces decimos que el limite de f(x) existe y es igual a [ : lim f (x) =1

Definicién 2.3.2. Decimos que f es continua en c si }g_}rréf(x) = f(c).

M. Duenas, R. Pdez, C. Valverde. 15
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Si f(z) es continua en ¢, se cumplen las tres condiciones siguientes:
= lim f(x) existe y es finito.
» f(z) estd definida en c. Es decir, existe f(c).

» El limite de f(x) en ¢ coincide con el valor de f(c).

Observacién: Si f(z) es una funcién continua y estd definida en el punto
x = ¢, entonces para hallar lim f (x) calcularemos, sencillamente f(c).
r—cC

Ejemplo 2.3.1. lin}l(x +1)% = 5% = 25.
r—r

2.4. Funcién discontinua

Una funcién puede dejar de ser continua en un punto por no cumplir
alguna de las siguientes condiciones:

= f(z) no estd definida en c.

Figura 2.1: f(x) no esté definida en ¢

M. Duenas, R. Pdez, C. Valverde. 16
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» f(z) no tiene limite en ¢, por no existir alguno de los limites laterales o
por ser distintos.

Figura 2.2: f(x) no tiene limite en ¢

= lm f (x) # lim f(z) = f(c). Existen los limites laterales, pero no coin-
Tr—cC Tr—Cc—

ciden con el valor de la funcion en c.

2 s 1 08 o o 1 15 2 25 3 5 T a4
03

Figura 2.3: Existe el limite de f(x), pero }C%f(x) # f(c)
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Definicién 2.4.1. Cuando una funcién es discontinua en ¢, pero existe el li-
mite en dicho punto, se dice que la discontinuidad es evitable (ver ejemplo

2.3).

Definicion 2.4.2. Una funcién se dice que es continua en un intervalo
(finito o infinito) de R si es continua en cada punto del intervalo.

2.5. Funciones definidas a trozos

Las funciones definidas a trozos presentan discontinuidades en los puntos
de empalme, salvo que en ellos los limites laterales coincidan. Es decir, salvo
que:

fi(a) = fa(a)

siendo f(z) = { f1(96),i § Z

Continuidad en el punto de ruptura:

Dada la siguiente funcién: f(x) = { :;1 Eg’; i z , donde fi(z) y fa(x)
2 )

son funciones continuas.

Si f1(x) es continua en c, existe lignfl(:v) = fi(c), y por tanto, lim fi(z) =
x C Tr—c—
fi(e).

Andlogamente, existe lim f5(z) = fa(c) y, por tanto, lim fa(z) = fa(c).
X (& T—rC
Por consiguiente, si fi(c) = fa(c), el limite }31_}1% f(z) existe y es ese valor.

En tal caso, si la funcién estuviera definida en z = ¢ (bien porque f; esté
definida para = < ¢ o bien fy para x > ¢), entonces f(x) serfa continua en c.

En caso contrario, si fi(c) # fa(c), entonces no existe el limite lim f (x)y
Tr—cC
la funcién no serfa continua en c.
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Ejemplo 2.5.1. Calcular, si existe, li_)rr%f(az) :
r+1l,z<1
f(z) = { —2? 44 —1,2>1

lim f(z) = lim (x+1):1gn%(x+1):1+1:2

r—1— r—1—

lim f(z) = lim (—2® + 42 — 1) :lin%(—x2—|—4x—1) =—14+4—-1=2
T—

z—1t z—1t

Como los limites laterales coinciden, existe el lirri f(z) y es igual a 2.
z—

-1

Figura 2.4: f(z) del ejemplo [2.5.1) fi(x) en verde y fo(z) en azul.

2.6. Funcién inversa

Definicién 2.6.1. Se dice que una funcion g es la inversa de f si se cumple
que si f(z) =y, entonces g(y) = x. En caso de ser asi, la funcién inversa de f
se denota por f~ly, en particular, si y = f(z), entonces se escribe = f~(y).

Podemos observar que:

» El dominio de f~1(z) es el recorrido de f(x).

» El recorrido de f~!(z) es el dominio de f(x).
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= Si queremos hallar el recorrido de una funcién tenemos que hallar el
dominio de su funcién inversa.

= Para que una funciéon tenga inversa debe de ser biyectiva, es decir,
para cada elemento de la imagen tan sélo le correponde un elemento del
dominio.

» La funcién inversa de la funcién f(x) = z es, evidentemente, ella misma.
A esta funcién se la denomina identidad.

» Las graficas de f(x) y f~!(x) son simétricas respecto de la bisectriz del
primer y tercer cuadrante.

Ejemplo 2.6.1. Sea f(x) = x + 4. Entonces se tiene que f~!(z) =z — 4.

4

-3

D4
Figura 2.5: f(x) (verde) y f~!(z) (azul) del ejemplom
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Ejemplo 2.6.2. La funcién inversa de f(z) = 2% es g(x) = +/z.

= Al poner el signo positivo quiere indicarse que solamente se considera
la raiz positiva, ya que la funcion g no puede tener dos valores para la
misma X.

» De la misma manera, el dominio de la funcién f(x) son los reales no
negativos, ya que para que tenga inversa, la funciéon original ha de ser
biyectiva.

Figura 2.6: f(z)y f~(z) del ejemplom

Calculo de la funcién inversa:
Para calcular la funcién inversa de una funcién polinémica, se deben

seguir los siguientes pasos:

1. Se escribe la funcién con z e y.
2. Se despeja la variable x en funcién de la variable y.

3. Se intercambian las variables, cambiando el nombre de la funcién.
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Ejemplo 2.6.3. Sea f(x) = z® + 1. Calculemos su funcién inversa:

1. Cambiamos f(x) por y:
y=2"+1
2. Despejamos x:

P=y—1—=az=Yy—1

3. Intercambiamos las variables y cambiamos x por f~!(z):

ffa)=Ve -1

1.5

0.5 1.5 2

Figura 2.7: f(x) (en rojo) y f~*(z) (en azul) del ejemplo W
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