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Tema 5

Sistemas de ecuaciones lineales

M. Duenas, R. Pdez, C. Valverde.

En este capitulo veremos como resolver sistemas de ecuaciones linea-
les. En primer lugar se presentan conceptos previos sobre qué es una
ecuacion lineal, un sistema de ecuaciones lineales, asi como los posibles
tipos de soluciones que pueden tener los sistemas de ecuaciones.

Posteriormente, se introducen dos métodos para resolver sistemas li-
neales de dos ecuaciones con dos incognitas, el método de sustitucion
e igualacién. Finalmente se presenta un apartado de resolucién de sis-
temas de ecuaciones lineales de dos o maés incégnitas por el método
de Gauss. Cada seccion se presenta con ejemplos resueltos y resolucion
grafica.

En los pie de figura de algunos de los ejemplos encontraras un enlace a
la web https://www.desmos.com donde podras visualizar la represen-
tacion grafica del sistema de ecuaciones que se plantea. En dicha web
puedes, pinchando y sin soltar, moverte por la grafica para tener una
perspectiva mas clara de como se intersectan los planos.

5.1. Conceptos previos

Ecuacién lineal: Es una ecuacién polinémica de grado uno con una o
varias incognitas.

or + 4y = 20

Una ecuacién lineal con dos incégnitas representa una recta del plano. Si
solo tiene una incognita es una recta paralela al eje X o el eje Y, segin sea
la tinica incognita la y o la x, respectivamente. Los puntos de la recta son las
soluciones de la ecuacion.
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Ejemplo 5.1.1. 5z + 4y = 20 es una recta en el plano XY. Los puntos
(4, 0), (0, 5) y (3, 1,25) pertenecen a la recta, y por tanto, son soluciones
de la ecuaciéon. Por ejemplo: 5-3 +4 - 1,25 = 20.

LHHH o 1 2 3 ?X 6
1

Figura 5.1: Representacion grafica de b5x + 4y = 20.

Observacion: Una ecuacién lineal con tres incégnitas representa un
plano en el espacio. Los puntos del plano son las soluciones de la ecuacion.

Ejemplo 5.1.2. 3x+2y+6z=6 es un plano en el espacio tridimensional.

Figura 5.2: Representacion grafica de 3z + 2y + 6z = 6. (Ver figura 3D en
www.desmos.com/3d /fbe404cf17)
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Sistema de ecuaciones lineales:

Varias ecuaciones dadas conjuntamente con el fin de determinar la solu-
cién o las soluciones comunes a todas ellas forman un sistema de ecuaciones.
- Un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas representa un
conjunto de rectas. Su resoluciéon consiste en averiguar si todas ellas tienen
algin punto en comun y localizado.

Ejemplo 5.1.3.
20 — by =16 (Ec. 1)
r+3y=-3 (Ec. 2)

Solucion: =3,y = —2

(3, -2)

2
1
2 1 0
-2
-3
/
-5

Figura 5.3: Representacion grafica del sistema de ecuaciones. Ec.1 en azul y
Ec. 2 en verde. Punto (3,-2) solucién del sistema.

Observacion: Si las ecuaciones de un sistema tienen tres incégnitas,
representan planos. Resolver el sistema es encontrar el punto o los puntos
que tienen en comun todos estos planos.

5.2. Posibles soluciones de sistemas de ecua-
ciones lineales

Un sistema de ecuaciones puede tener soluciéon (compatible) o no tener
solucién (incompatible).

Los sistemas compatibles pueden tener una tinica solucién (determinados)
o infinitas soluciones (indeterminados).
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» SISTEMAS COMPATIBLES: Con solucién
- Determinados: Solucion tnica.

Para poder averiguar si un sistema es determinado a priori, sin resol-
verlo, se puede calcular el determinante de los coeficientes, si éste es
distinto de 0, el sistema es determinado, tendria soluciéon tnica. Si el
determinante es igual a 0, no tiene solucién, podria ser compatible in-
determinado o incompatible.

Ejemplo 5.2.1.

20 +3y=9 (Ec. 1)
3z —by=4 (Ec. 2)

Solucion: x=3; y=1

(3,1

o -1 0 / 2 3 4 6 7 8

Figura 5.4: Representacion grafica del sistema de ecuaciones compatible de-
terminado. Ec. 1 en azul y Ec. 2 en verde. Punto (3,1) solucién tnica del
sistema.

Ejemplo 5.2.2.
2r4+y—2z=11
r—3y=-20
4o + 2y + 52 =28

Solucion: v=1,y=7, 2= -2
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Figura 5.5: Representacion grafica del sistema de ecuaciones compatible de-
terminado (ejemplo [5.2.2)). Punto (1,7,-2) solucién tnica del sistema. (Ver
figura 3D en www.desmos.com/3d/03{8a647bb)

- Indeterminados: Infinitas soluciones.

Ejemplo 5.2.3.
2+ 3y =9
4o + 6y = 18

Solucion: Las rectas coinciden en todos los puntos. Hay infinitas solu-
ciones.

o 4 2 3 4 \

-1
Figura 5.6: Representaciéon grafica del sistema de ecuaciones compatible in-
determinado. Una recta esta superpuesta a la otra. Infinitas soluciones.
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Ejemplo 5.2.4.
20 +y—2=11
r+y=-20
3r+2y—2=-9

Solucion: Todos los puntos de la recta donde se cortan los planos son
solucién del sistema.

Figura 5.7: Representaciéon grafica del sistema de ecuaciones com-
patible indeterminado. Infinitas soluciones. (Ver figura 3D en
www.desmos.com/3d/b0ecec297t)

» SISTEMAS INCOMPATIBLES: Sin solucion.

Ejemplo 5.2.5.
20+ 3y =9
4o + 6y = 12

Solucion: Las rectas no se cortan, luego no existe solucion.
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Figura 5.8: Representacion grafica del sistema de ecuaciones incompatible

(ejemplo [5.2.5)). Sin solucién.

Ejemplo 5.2.6.

8r+4y —4z =11
r+y=-20
3r+2y—2=3

Figura 5.9: Representacién grafica del sistema de ecuaciones incompatible.
Sin solucién. (Ver figura 3D en www.desmos.com/3d/0586193{7d)
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5.3. Resolucion de sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas

Método de sustitucion

Consiste en despejar o aislar una de las incégnitas (por ejemplo, z) y
sustituir su expresion en la otra ecuacién. De este modo, obtendremos una
ecuacion de primer grado con la otra incognita, y. Una vez resuelta, calcula-
mos el valor de x sustituyendo el valor de y que ya conocemos.

Para resolver un sistema de ecuaciones por el método de sustitucion se-
guiremos los siguientes pasos:

1. Se despeja una incognita en una de las ecuaciones.

2. Se sustituye la expresion de esta incégnita en la otra ecuacion, obte-
niendo un ecuacioén con una sola incognita.

3. Se resuelve la ecuacidn.

4. El valor obtenido se sustituye en la ecuacion en la que aparecia la in-
cognita despejada.

5. Los dos valores obtenidos constituyen la solucién del sistema.

Ejemplo 5.3.1.
or—y==6
x4+ 3y =10

1. Despejamos una de las incognitas en una de las dos ecuaciones. Se suele
elegir la incognita que tenga el coeficiente mas bajo.

r=10— 3y
2. Sustituimos en la otra ecuacion la variable x, por el valor anterior:
510 —3y) —y =6
3. Resolvemos la ecuacién obtenida:
5(10-3y) —y =6

50 — 1By —y =6
—16y =6 — 50
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—16y = —44
—44
(T
11
V=T

4. Sustituimos el valor obtenido en la variable despejada:

x =10 — 3y
=10 311
v 4
33
=10— —
* 4
40 33
r=— - —
4 4
x—z
4
11
Solucion: r=—, y=—
olucion: x 4,3/ 1
\
(1.75, 2.75)

B o / 2 3 4 5
-1

Figura 5.10: Representacion grafica del sistema de ecuaciones (ejemplo|5.3.1)).

Punto (1,4') solucién del sistema.
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Método de igualacion

Consiste en aislar en ambas ecuaciones la misma incoégnita para poder
igualar las expresiones, obteniendo asi una ecuacién con una sola incognita.

Para resolver un sistema de ecuaciones por el método de igualacion se-
guiremos los siguientes pasos:

1. Despejamos la misma incégnita en ambas ecuaciones.

2. Igualamos las expresiones, lo que nos permite obtener una ecuacion
con una incégnita.

3. Resolvemos la ecuacion.

4. Sustituimos el valor obtenido en cualquiera de las dos expresiones en
las que aparecia despejada la otra incognita.

5. Los dos valores obtenidos constituyen la soluciéon del sistema.

Ejemplo 5.3.2.
3r —4y = —6
20 +4y =16
1. Despejamos, por ejemplo, la incégnita = de la primera y de la segunda
ecuacion:

- 16—34
2 + 4y = 16 2x:16—4y—>x:Ty

2. Tgualamos las expresiones:

—6+4y 16 —4y
3 2

3. Resolvemos la ecuacién:
2(—6 +4y) = 3(16 — 4y)

—12 + 8y = 48 — 12y
8y + 12y = 48 + 12

20y = 60
_ 60
Y790
y=3
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4. Sustituimos el valor de y, en cualquiera de las 2 ecuaciones (en cual-
quiera de las 2, el resultado debe ser el mismo):

—6 + 4y
r=—>
3
—6+4-3 —6+12 6
Tr = —= — —
3 3 3
=2

Solucion: =2, y=3

5.4. Resolucion de sistemas de ecuaciones li-
neales de dos o mas incégnitas por el mé-
todo de Gauss.

El método de Gauss consiste en transformar un sistema de ecuaciones
lineales en otro escalonado. Para ello, "hacemos ceros'"sometiendo las ecua-
ciones a dos transformaciones elementales:

- Multiplicar una ecuacién por un nimero distinto de cero.

- Sumar a una ecuacién otra multiplicada por un ntmero.

El proceso se realiza muy ventajosamente si, en lugar de las ecuaciones,
utilizamos exclusivamente los niimeros, coeficientes y términos independien-
tes, estructurados en matrices.

Nota: Para sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas se podria utilizar
el método de reduccién.

A considerar durante el proceso:

- Dos filas iguales o proporcionales. Corresponden a ecuaciones equiva-
lentes y podemos prescindir inmediantamente de una de ellas.

- Una fila de ceros. Corresponde a una ecuacion trivial y podemos pres-
cindir de ella. En este caso seria un sistema compatible indeterminado.

- Una fila de ceros, salvo el tultimo niimero distinto de cero, que corres-
ponde con el término independiente, se trata de una ecuacién imposible, En
estos casos, reconocemos de inmediato que el sistema es incompatible.
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Criterios de equivalencia de sistemas de ecuaciones

1. Si a ambos miembros de una ecuacién de un sistema se les suma o se
les resta una misma expresion, el sistema resultante es equivalente.

2. Si multiplicamos o dividimos ambos miembros de las ecuaciones de un
sistema por un nimero distinto de cero, el sistema resultante es equiva-
lente.

3. Si sumamos o restamos a una ecuacion de un sistema otra ecuacién del
mismo sistema, el sistema resultante es equivalente al dado.

4. Sien un sistema se sustituye una ecuacion por otra que resulte de sumar
las dos ecuaciones del sistema previamente multiplicadas o divididas por
nimeros no nulos, resulta otro sistema equivalente al primero.

5. Si en un sistema se cambia el orden de las ecuaciones o el orden de las
incognitas, resulta otro sistema equivalente.

Ejemplo 5.4.1.
r+2y+z=1
Sx + 3y +4z =2
r+y—z=1

1. Escribimos en forma matricial:

3 2 11
5 3 4 |2
11 —1|1
2. Intercambiamos las filas f; y f3 y obtenemos por el criterio 5 la matriz
equivalente:

32 1|1 11 —1|1

53 4 (2 |=|53 4|2

11 —-1|1 3 2 11

3. Reemplazamos las filas { fo, f3} por {fo — 5f1, fs — 3f1} respectivamente
y obtenemos por el criterio 4 la matriz equivalente:

11 —-1/1 1 1 —-1]1
53 412 |=10 -2 9 |3
32 111 0 -1 4 |-2
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4. Reemplazamos las filas { f1, f3} por {2f1 + f2,2f3 — fo} respectivamente
y obtenemos por el criterio 4 la matriz equivalente:

1 1 —-1]1 2 0 7 |-1
0O -2 9|3 |=|0 -2 9|3
0 -1 4 |-2 0 0 —-1|-1

5. Reemplazamos las filas { f1, fo} por { f1 + 7fs, fo + 9f3} respectivamente
y obtenemos por el criterio 4 la matriz equivalente:

2 0 7 |-1 2 0 0] -8
0 -2 9|3 |=[0 -2 0]-12
0 0 —-1|-1 0 0 —-1| -1

6. Reemplazamos las filas { f1, fa, f3} por {% f1, —% fo, — fg} respectivamen-
te y obtenemos por el criterio 2 la matriz equivalente:

2 0 0] -8 1 0 0|4
0 -2 0 |-12 |=]1010] 6
0 0 -1 -1 0 0 1] 1

7. Tenemos que el sistema original es compatible determinado.

8. Solucion: v =—4, y=06, z=1

Figura 5.11: Representacion grafica del sistema de ecuaciones (ejem-
plo [5.4.1). Punto (-4,6,1) soluciéon del sistema. (Ver figura 3D en
www.desmos.com/3d/d2{0c5019a)
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