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Capitulo 1

Introduccion

Dentro del concepto sistemas de ecuaciones polinomiales vamos a englo-

bar tres tipos de sistemas:

= Los sistemas lineales, que son aquellos formados por ecuaciones linea-

les.

= Los sistemas lineales con funcién objetivo, que que son aquellos forma-
dos por ecuaciones e inecuaciones lineales donde hay que maximizar o
minimizar una determinada funcién objetivo que viene dada por una

expresion lineal.

= Los sistemas polinomiales, que son aquellos formados por ecuaciones

polinémicas no todas lineales.

La resolucion de sistemas de estos tipos no son un tema trivial. Incluso
en algunos casos no podemos llegar a saber las soluciones exactas debido a
la gran complejidad que pueden llegar a alcanzar dichos sistemas.

En cualquier caso, son una herramienta imprescindible a la hora de abor-
dar la resolucion de problemas de la vida cotidiana dentro de muy diversos
campos (ingenieria, biologia, arquitectura, economia, telecomunicaciones,
transportes, etc.).

En este resumen vamos a plantear tres ejemplos de problemas que se

plantean y resuelven con los sistemas polinomiales.



Capitulo 2

Sistemas de ecuaciones
lineales: el analisis del

umbral de rentabilidad

Un elemento eficaz que ayuda a la toma de decisiones en el &mbito empre-
sarial, es el andalisis del llamado punto de cobertura, punto muerto o umbral
de rentabilidad. Este representa el volumen de produccién-venta, @), que es
necesario para que la empresa cubra la totalidad de sus costes fijos, CF,
y costes variables, CV (@), es decir, es el volumen minimo de actividad, a
partir del cual se comienza a obtener beneficios.

Analiticamente, el punto de cobertura, (Q¢, es aquel volumen de produc-
cion que iguala los ingresos totales, I'T, a los costes totales, C'T.

Los ingresos totales, IT(Q), supuesto un precio de venta unitario del

producto, p, y una produccion, @), vienen determinados por la expresion:
IT@Q)=p-Q

El coste total, CT(Q), es la suma de los costes fijos, CF, y los costes
variables, C'V(Q). Estos ultimos, como dependen del volumen de produccién,
los expresaremos como C'V Me-(Q, siendo C'V Me el coste variable medio por

unidad de producto fabricada. El coste total viene expresado por:

CT(Q)=CF +CVMe-Q
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Igualando ambas expresiones tenemos una ecuacién lineal en la variable @,
p-Q=CF+CVMe-Q

cuya resolucién nos da el punto de cobertura, Q¢ :

CF

o= (p—CVMe)

A la diferencia entre el precio de venta y el coste variable medio, p —
CV Me, se le denomina margen de cobertura o de contribucién y se denota
por m. Conceptualmente representa la aportacion al beneficio que realiza
cada unidad producida y vendida,

_cr

m

Qc

Basta multiplicar el punto de cobertura, QQ¢, por el precio de venta, p,
para expresarlo en unidades monetarias.

Podemos comparar la cantidad que fabrica nuestra empresa, (g, con el
punto de cobertura, ()¢, para determinar si nos interesa comprar o fabricar
los componentes, siempre y cuando p > CV Me, porque de lo contrario,

careceria de significado econémico:
= Si )y > Q¢, la empresa obtiene beneficios.
= Si QQyp < Q¢, la empresa obtiene pérdidas.
= Si Qo = Q¢, la empresa no obtiene ni beneficios, ni pérdidas.

Este mismo problema se puede plantear considerando que nuestra empresa
tiene méas de una unidad de produccion. En ese caso, tenemos que estudiar
un sistema de ecuaciones.

Supongamos que tenemos que producir n productos con precios de venta
p;, con coste variable CV Me; y una producciéon @);. Los costes totales del
i—ésimo producto serfa CT;(Q;), sus ingresos totales I7T;(Q;), y sus costes
fijos C'F;. Para calcular ahora el punto de cobertura, tendremos que plantear

la ecuacion

Z CTi(Qi) = Z IT;(Qs),
=1 =1
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y las 2n ecuaciones

{cn(@) = CF; 4+ CVMe;-Q;
ITi(Qi) = pi-Qi

Entre todas las soluciones posibles de este sistema de ecuaciones existiran
algunas sin sentido econémico ya que dardn cantidades negativas para la
produccion, precios, etc. Un planteamiento sencillo utilizado para evitar
usar técnicas matematicas més complejas consiste en introducir una nueva
hipétesis: los costes e ingresos totales de cada uno de los productos coinci-
den, IT;(Q;) = CT;(Q;). Con esta nueva hip6tesis podemos resolver, a costa
de reducir la casuistica de nuestro estudio, el sistema anterior con cada uno

de los bienes por separado.



Capitulo 3

Sistemas lineales con funcion
objetivo: el problema del

transporte

El Problema del Transporte en su version basica es el siguiente:

Consideremos 11, ..., T,, m fabricas que producen una cierta cantidad
C' de unidades de un producto, y consideremos también Si,...,5S,, n esta-
blecimientos que demandan C' unidades de dicho producto.

Cada fabrica T; produce una cantidad a; del producto y cada estableci-
miento S; demanda b; unidades del producto, como la oferta coincide con

la demanda, tenemos que

iai = Zn:bj =C
i=1 j=1

El problema surge cuando tenemos que distribuir nuestra produccién en-
tre los distintos establecimientos. Suponiendo que transportar, de la ¢—sima
fabrica T; al j—ésimo establecimiento S;, una unidad del producto nos cuesta
cij euros, la pregunta que nos hacemos es: scomo distribuimos la mercancia
de manera que el coste en transporte sea el minimo?

Matematicamente el problema es: si denotamos por z;; a las unidades

del producto que llevaremos de T; a S,
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Minimizar la funcién:
C11211 + -+ C1pTip + C21%21 + -+ - + CopTon + - - + C1Tm1 + -+ -+ CnnTmn

Sujeto a las condiciones:

T11+ -+ T = a1
To1 + -+ Tap = a2

Tl + +Tmn = anmy

T11 + 0+ Tt = b
T2+ -+ T = by

Tin+ -+ Tmn = by

"Blla"'7aj1n7 e 4’1:217"'7:1?2717 e xml?‘.'7xmn Z O

es decir, resolver un sistema lineal de ecuaciones con una funcién objetivo

lineal.



Capitulo 4

Sistemas polinomiales: el

dilema del prisionero

Como ejemplo de la utilidad de este tipo de sistemas, vamos a abordar el
equilibrio de Nash de un juego no cooperativo y de suma no nula, es decir,
un juego en el cual la ganancia de un jugador no implica la pérdida de otro y
ambos jugadores tienen que fijar su estrategia sin conocer la de su oponente.
El desarrollo lo haremos sobre un conocido juego: el dilema del prisionero.

Este puede ser enunciado de la siguiente forma: consideremos que se ha
detenido a dos presuntos ladrones que trabajaban juntos. La justicia sélo
tiene pruebas para encerrarlos acusados de una falta menor por un periodo
de un ano a cada uno, pero sospecha que sus delitos podrian ser mayores y
por ello idea una forma de conseguir una confesién. El fiscal se retdne por

separado con los reos, y les plantea, a cada uno, las siguientes posibilidades:

= Con las pruebas actuales de las que disponemos podemos encarcelaros
a los dos por un periodo de un ano, pero si confiesas las demas fechorias
cometidas, te impondremos una condena de cinco meses, mientras que
tu socio pagara vuestros pecados y serda condenado a veinte afios de

prision.
= Ahora bien, si confesdis ambos seréis condenados a 10 anos de céarcel.

Por supuesto, si ambos reos pudieran comunicarse estaria claro que es-

trategia elegirfan, pero eso no es posible (el juego es no cooperativo). En
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este caso, la mayor ganancia para ambos seria actuar de manera altruista.
A continuaciéon modelizaremos, mediante el uso de ecuaciones polinémi-
cas, los posibles comportamientos de los reos. Vamos a comenzar permitien-
do la asignacién de probabilidades a las posibles elecciones, para ello vamos
a denotar en primer lugar por c¢; y t1 las probabilidades de que el primer y
segundo reo (respectivamente) confiesen, y por ca y t2 las probabilidades de
que permanezcan en silencio. Al vector (c1,c2) lo denotaremos mediante ¢

y a (t1,t2) mediante t. Al ser probabilidades tenemos que

Ci,tizo i:1,2
ci+ec =1
t1 + to =1

Esta suposiciéon permite que las condenas de nuestros reos puedan ser frac-
ciones de las condenas propuestas por el fiscal.

Denotaremos por Py @ a las matrices de ganancias (en nuestro caso
anos de condena) de nuestros jugadores. La matriz P tiene en la posicién
(1,1) la cantidad de anos de condena del primer reo si ambos confesasen,
en la posicién (1,2) los anos de condena si él confiesa y su cémplice no, en
la posicién (2, 1) los afios si él no confiesa y su cémplice si, y por tltimo, en
la posicién (2,2) los anos de condena para la posibilidad que nos queda, es
decir, ninguno confiesa. De manera analoga se construye la matriz () para
el segundo reo. Con el planteamiento de nuestro dilema, @Q = P?.

Con las definiciones anteriores es facil apreciar que el tiempo que pa-

sard el primer reo en prision se correspondera con la forma bilineal

2
a=cPt = Z Pz-jcz-tj
1,j=1

y el del segundo detenido con

2
ﬁ = CQt = Z Qijcitj.
i,j=1
Las probabilidades (y por lo tanto estrategias) que determinaran posibles
equilibrios de Nash seran aquellas en las cuales, si un reo cambia su opcién de

manera unilateral, no obtenga una mejora en su condena, pudiendo incluso
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empeorar sus condiciones. Esto se traduce en la siguiente condicién: para
cualquier par de niimeros positivos y de suma uno dj y ds, es decir, otra

estrategia distinta de la elegida, tenemos que

2 2

cPt = ZlDz'jCitj S Zpijditj = dPt
i,j=1 ,y=1
2 2

cQt = ) Qiot; < > Quycd; = cQd
ij=1 ij=1

En particular, esto también ocurrird para (dy,d2) = (1,0) y (d1,d2) = (0, 1),

( 2 2
> Pacity <) Pty
j=1

i,7=1

2 2
> Pycity < ) Pty
ij=1 =1

2 2
> Qijcit; <Y Qac
ij=1 i=1

2 2
> Qieit; <) Qiac
i=1

1,7=1

Realizando una reescritura de las ecuaciones anteriores tenemos que
2 2
o =C1 E Pljtj + 2 E ngtj
j=1 j=1

2 2
con « menor o igual que Z Pyjt; y que Z Pyjt;, y de forma andloga
j=1 J=1

2 2
B=t1Y Quaci+taY Qici
i=1 i=1

2 2

con 8 menor o igual que Z Qi1c; y que Z Q6.
i=1 i=1
Partiamos de ¢; + co = 1, lo cual implica

(61 + CQ)OZ = «
= X Pyt + 235, Pt

y por lo tanto

2 2
c1 Z Pyt —a | +c2 Z Pyt —a | =0.
Jj=1 J=1
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Como ambos sumandos son positivos, tenemos que

2 2
C1 Z Pljtj — = C9 Z ngtj — =0. (4.1)
=1 i=1

De forma equivalente llegamos al polinomio

2 2
b (Z Qirci — 5) =12 <Z Qizci — 5) = 0. (4.2)
i=1 i=1

El desarrollo anterior lleva de forma natural a la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1. Los vectores (ci1,ca,t1,ta, o, B) que verifican las ecuacio-
nes (4.1) y (4.2)), y hacen no negativos cada uno de los factores que aparecen,

son los puntos de equilibrio de Nash de nuestro juego.

Ejemplo 4.2. Apliquemos este resultado al dilema del prisionero que pro-

pusimos. Las matrices P y Q de cada prisionero son

10 5 meses 10 20
P pr— 5 Q P—
20 1 5 meses 1

Para simplificar la notacion, vamos a imponer a las probabilidades que su-
men uno, es decir, vamos a tomarcy =cyca=1—c,yt1 =t yta=1—1t.
Con esto las ecuaciones Y , quedarian como sigue:
c(10t+5/12(1 —t) —a) = (1—c)20t+(1—1t)—a) =
{ t(10c+5/12(1—¢c)—B) = (1—=t)(20c+ (1 —¢c)—pB) =
La resolucion de estas ecuaciones nos da un unico resultado que hace que

los factores sean no negativos,
c=1,t=1,a=10, y 8= 10.

Este es el punto de equilibrio de Nash, ya que, independientemente de la
eleccion del otro reo, confesar es la inica manera de evitar la larga condena

de 20 anos.

El dilema del prisionero admite enunciados relacionados mas directa-
mente con la economia y los movimientos empresariales y de mercados. Por
ejemplo, podemos resolver mediante esta técnica problemas relacionados con

duopolios, oligopolios, problemas de decisién de estrategias empresariales...
(ver [1] y [2]).
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